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n, DIE ELEMENTE I 



EitSTER TEIL. ERSTES HEFT. 

DIE GERADLINIGEN FIGUBEN UND DER KREIS 

MIT ÜBUNGEN. 



LEIPZIG, 

DRUCK UNO VEKLAG VON B. G. TEUBNER. 
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Aus (l«ni Vorwort zui' ersten Auflage. 

Eb ist schon vielfach bemerkt worden, dals die Geometfie 
der Alteo, sowohl in Beaug auf die Einheit des Systemos als 
in Bezug auf die Anregung und Bildung der Vorstellungskraft 
weit hinter der Geometrie der Lage, die auch als neuere 
Geometrie bezeichnet wird, zurücksteht. 

Der hieraus entsprungene Wunsch, Teile aus der Geo- 
metrie der Lage für die Schule zu verwenden, hat mehreren 
schätzenswerten Werken über das Grenzgebiet der alten und 
1 Geometrie die Entstehung gegeben und ist die Ver- 
ton, dafa in vielen SchuIbÖeheru die der neuern 
Geometrie verwandten Teile mit Vorliebe behandelt werden. 
Der auf diese Weise gewonnene Einflufs dieser Disziplin auf 
die Schule kommt jedoch nicht allen Anstalten zu Gute, weil 
vielfach die Zeit fehlt, um sieh in den betreffenden Kapiteln 
mit Mufee umzusehen. Ich habe nun in dieser Arbeit von 
Anfang an versucht, so viel es mir möglich schien, An- 
schauungsweisen, welche der Geometrie der Lage entnommen 
sind, in den Lehrstoff einzufleehten. 

Indem ich dieses Schulbuch der Beurteilung meiner Facli- 
koUegen Obergebe, kann ich nicht umhin eines Gutachtens 
Erwähnung zu thun, mit welchem mich mein unvergefsHcher 
Lehrer, der in Göttingen verstorbene Professor Dr. Alfred 
Clebsch, zur Herausgabe der Arbeit aufmunterte. Derselbe 
sprach sich dahin aus, dafs eine Umbildung vieler 
TeJle der in den Schulen gelehrten Geometrie an der 
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TV Aue dem Vorwort zur ersten Auflage. 

Hand der neuern Geometrie ein Bedürfnis der Zeit 
aei, dafs er vorliegenden Leitfaden als eine will- 
kommene Gabe für die Schule betrachte und das Er- 
scheinen desselben in Tendenz und Inhalt freudig 
begrüfsen würde. Ich wünaehe, dafs die Ansieht eines 
wissenschaftlich so hoch stehenden Mannes eine gute Vor- 
bedeutung für den Erfolg des Büchleins sein möge. 
Metz, im März 1874. 

Dr. H. Müller. 
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Vorwort zur ilritten Auflage. 

Wie in der Vorrede zur zweiten Auflage, so sei aucli 
jetzt wieder auf die Resolution hiiigewieseuj mit welcher auf 
der 31. Versammlung deutscher Schulmänner und Philologen 
die Methode dieses Leitfadens gebilligt wurde: 

„Im Unterrieht der Elementargeometrie an Realschalen 
und Gymnasien bleibt die Euklidische Geometrie dem System 
nach bestehen, wird aber im Geiste der neueren Geometrie 
reformiert. — Die Sektion begrüfst mit grofser Freude die 
von Dr. H. Müller eingeleiteten Schritte." 

Es ist in neuerer Zeit ¥on verschiedeneu Seiten darauf 
hingewiesen worden, dafs es wünschenswert sei, der neueren 
synthetischen Geometrie Eingang in den Schulen 2U ver- 
schaffen, Bo 2. B. in der ßektoratsrede dos Herrn Prof, Dr. 
Th, Reye in Strafsburg im Mai 1886. In Bezug auf diese 
Bestrebungen möchte ich nochmals die Punkte aufzählen, in 
welchen dieser Leitfaden, wenn er auch am Euklidischen 
Lehrstoffe festhält, nach dem Geiste der neueren Geometrie 
bearbeitet ist. 

1) Das Prinzip der Starrheit ist beseitigt. Diese Beseitigung 
ist allerdings bei den gebräuchlichsten gegenwärtigen 
Lehrbüchern schon in einigen Definitionen und in der 
Form mancher Sätze angenommen; aber dieselbe ist in 
diesen Schriften nicht durchgeführt*), wodurch ein 
Mangel an Konsequenz entsteht, 

*) Siebe meine BroBchCire: „Besitzt die heutige Schnlgeometrie 
noch die Vorzüge des Buklidieclien Originals?" Metz bei Q. Soriba. 
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VI Vorwort zur dritten Auflage. 

2) Die eindeutigen Konstruktionen sind zur B'olgening von 
Lehrsätzen verwendet, wie es in der neueren Geometrie, 
nicht aber in der Euklidischen Geometrie geschieht, 

3) Wie die neuere Geometrie sich mit der Verwandtschaft 
der Figuren beschäftigt, so sind hier die Kongruenz 
(Symmetrie) und Ähnlichkeit als einfachste Verwandt- 
schaften behandelt und zur Ableitung von Sätzen heran- 
gezogen worden., 

4) Bei der Symmetrie wie bei der ÄhnUchkeit der Figuren 
ist der auch für die Schul geometrie wichtige Übergang 
von den geschlossenen Figuren zu den Punktsystemen 
durchgeführt. 

In dieser dritten Auflage finden sich viele Verbesserungen 
und Vereinfachungen (z. B. in der Parallelentheorie), welche 
einzeln aufzuzählen zu weitläufig wäre. Die Paragraphen 10 
und 11 über Symmetrie sind weggefallen. Dagegen ist die 
Konstruktion und Kongruenz der Dreiecke aus den Übungen 
in den Haupttext aufgenommen (§ 18 und 19). Dadurch ist 
mehr Gleichmafs hergestellt, während früher die Symmetrie 
zu viel Raum beanspruchte. In den „Übungen" ist eine 
grofse Anzahl von Konstruktionsaufgaben in bereits vorhan- 
dene Nummern eingefügt worden. 

Metz, im Mai 1889. 

Di: H. MüUer. 
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V. Abschnitt Ähnlichu PuoLtreüien . , . , 

g 40. Solmitt eines 'Wmliels mit Piiallelen — 41 Ähnliolie 
Pnnktreihen auf konveigentea Trigem — 42 iufjaben. — 
43. ühnliclie Punktieiheii auf paiallelen Trägern — 44. Ad- 
wendangen — 45 Die Halbieiungalinicn der Dreiecks winkel, 

— 46, ÄQwenduagpn 

VI. Abschnitt Ahnlidikeit dei Fignien .... 

g 47. Ähnliche Figuren — 48 Figenachaften ähnlicher Figuren. 
■ — 49. Ähnliche Dieiecke — 50 Kiaise als ähnliche Figuren. 

— 51. Anwendungen luf daa iet.htwicklige Dieiei,k — 52. An- 
wendungen auf die Kieislehie 

VII. Abschnitt Kieisberechnung .... 

g 53. Aufgaben aui BBiei-hiiung legelmdJaigei Vielecke. — 
54. Die Peiipherie des Kruises — 66 Beiethnung toh -it. 

Vlll. Abschnitt Hilfssttze aus dBi Arithmetik 

§ 56. Daa Messen dei Gidf-ec — 57 Das Veihdltnia gleich 
artiger Qiöfsen — b-* Die Proportionen — 69 Ersetjung 
der Proportionen duiuh Gleichungpö, welche einen Pioportio 
nalitätsfaktoi enthalten — 60 Piopoitionalitätssatz 



y Google 



Bie G-nmilgebilde. 

Lagen von Punkten und Geraden, g 

Der Punkt Eud die gerade Linie sind die Grundgebiide 
dec Planimetrie. Die Eigens cliaften derselben sind Grnnd- 
Räize dieser Wisaenscliaft und bedürfen keines 1 

a) Es giebt unendiich viele 
Gerade einer Ebene, welche 
durch einen Punkt derselben 
gehen. 

Die Gesamtheit dieser Geraden 
bildet einen Strahlenbttechel. Der 
gegebene Punkt wird der Scheitel 
des Sti-ahleabttscbels genannt. 

}>) Es giebt nur eine Gerade, 
welche durch zwei Punkte zu- 
gleich geht, die Verbindungs- 
linie dieser Punkte. 

Winkel und Strecken, 

a) Zwei Gerade, welche sich 
sehneiden, teilen die Ebene in 



«f) Es giebt unendlich viele 
Punkte, welche auf einer Ge- 
raden liegen. 

Die Gesamtkeit dieser PunTite 
bildet eine Punkh-eihe. Die ge- 
gebene Gerade wird der Träger 
dieser Punktreihe genannt. 

ß) Es giebt nur einen Punkt, 
welcher auf zwei Geraden zu- 
gleichliegt, nämlich der Schnitt- 
punkt dieser Geraden. 

cc) Zwei Punkte einer Ge- 
raden begrenzen ein Stück der- 




4 Felder, welche Winkel ge-l selben, welches Strecke genannt 
nannt werden (Fig. 1). Der | wird (Fig. 3), Die Gerade, 
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I. Abschnitt. 



■welche die beiden Punkte ent- 
hält, heifst der Träger der 
Strecke. Die Punkte Ä und B 
sind die Endpunkte der Strecke 
AB oder BÄ. 

ß) Die Strecke AB wird 
von dem Punkte A (Anfangs- 
punkt) beschrieben, wenn der- 
selbe den geradhnigen Weg 
Weg von A bis B (Endpunkt 
der Strecke) zurücklegt. 



Schnittpunkt der Geraden ist 
der Scheitelpunkt der 4 Win- 
kel. MA und MS (Fig. 2} sind 
die Schenkel des Winkels AMS 
oder BMA. 

to) Der Winkel wird durch 
Drehung beschrieben, wenn 
sich der eine Schenkel (Än- 
fangsscheukel) um den Scheitel 
dreht, bis er mit dem andern 
Schenkel (Endschenkel) zu- 
sammenfallt. 

Anmerkung. Mau gebraucht die Schreibweise AMB oder 
BMA, jo nachdem man MA oder MB als Anfangs Schenkel 
des Winkels in Fig. 2 ansieht. Zwei Winkel heifsen von einerlei 
Sinn, wenn die Anfangs Schenkel beider Winkel sich in gleichem 
Sinne dreien müssen, um mit den Eudschenkeln zusammenzufallen. 
Im andern Falle sind die Winkel voa entgegengesetztem Sinne. 
Die Winkel AMB und DMC in Fig. 4 sind gleichen Sinnes, 
dagegen die Winkel AMB und OMD von entgegengesetztem 
Sinne, Man gebraucht die Schreibweise AB oder BA, je nach- 
dem man annimmt, dafs die Strecke in Fig. 3 durch Bewegung 
von Ä nach B oder durch Bewegung von B nach A beschrieben 
wird. Die Strecken AB und BA haben entgegengesetzte Richtung. 

c) Der „Vollwinkel" wird durch eine ganze Umdrehung 
beschrieben (wenn sich der Schenkel MA in Pig. 1 durch 
die Lagen MC, MB, MB dreht, bis er wieder nach MA 
fällt); seine Schenkel fallen zusammen. 

Der „gestreckte Winkel" wird durch eine halbe 
Umdrehung beschrieben (wenn sich MA in Fig. 1 durch die 
Lage MOdreht, bis die Lage MB erreicht ist); seine Schenkel 
haben entgegengesetzte Richtung. 

Der „rechteWinkel" wird durch eine Viertelumdrehung 
beschrieben; er ist die Hälfte des gestreckten Winkels; von 
seinen Schenkeln sagt man, dafs sie „senkrecht" auf ein- 
ander stehen. 

d) Als Einheit für das Mesaen (§ 56) der Winkel nimmt 
man den Grad ("), d. h. einen Winkel, der 360mal in dem 
Vollwinkel aufgeht Der Gfrad wird in 60 Minuten (') und 
die Minute in 60 Sekunden (") geteilt. Als Einheit für das 
Messen der Strecken dient das Meter (m). Das Meter wird 
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Die Grimdgebildo. 3 

in 10 Decimeter (dm), das Decimeter in 10 Centimeter (cni) 
und das Centimeter in 10 Millimeter (mm) geteilt. 

Der gestreckte Winkel enthalt 180«, der rechte Winkel 90". 
„Hohle Winkel" heifsen diejenigen, deren Gradzabl zwischen 
nnd 180 liegt, „Erhabene Winkel" heifaen die Winkel, deren 
Gradzahl zwischen 180" und 360** liegt. Die hohlen Winkel 
heüsen „spitz", wenn sie kleiner als 90" und „stumpf", 
wenn sie gröfser als 90** sind. 

e) Supplementwinkel sind solche Winkel, deren 
Summe gleich einem gestreckten Winkel ist. Zu dem Winkel 
von X Grad gehört der Winkel von 180 -~ x Grad als Supple- 
mentwinkel. Komplementwinkel ainiä solche Winkel, deren 
Summe gleich einem rechten Winkel ist. Zu dem Winkel 
von X Grad gehört der Winkel von 90 — a: Grad als Komple- 
mentwinkel. 

Symmetrie in Bezug auf eine Achse. g 

a) Wenn man einen Winkel {BAU' ±'ig. r.. 
in Fig. 5) um seine Halbierungslinie a um- 
klappt, so fällt jeder der beiden Schenkel 
AB und AB' in die frühere Lage des 
andern. Wenn die Punkte B und B' dieser 
Schenkel vom Seheitel ji gleiche Entfernung 
haben, so deckt auch jeder dieser Punkte 
die frühere Lage des iindern. 

Hieraus folgt auch, daTs die ganze Figur 
nach dem Umklappen um die Linie a ihre 
frühere Lage deckt; denji die Gerade a ändert dabei ihren Ort 
nicht, die Geraden & imd b' vertauaoheE ihre Lage und die 
Punkte B und B' thun dasselbe. 

b) Eine Figur, welche nach dem Umklappen um eine 
Gerade a ihre frühere Lage deckt, heifsfc symmetrisch für 
diese Gerade a als Achse. Zwei Stücke, welche (wie die Ge- 
raden i und 6', die Punkte B und B') durch das Umklappen 
ihre Lagen vertauschen, heifsen symmetrisch entsprechend 
(auch homolog) für die Achse, 

Anmerkung. Das Auf- und Zuklappen eines Buches führt 
mv Veranachaulichung dieser Symmetrie. Nur bleibt dabei die 
eine Hälfte der Ebene in ihrer früheren Lage Hegen, und anstatt 
zu sagen; der Punkt B deckt die frühere Lage von B\ murs 
man sagen: der Punkt B deckt den Punkt B', 




y Google 



./. 



I. Abschnitt, 

Symmetrie in Bezug auf einen Punkt. 

a) Wenn man die StreclielfB' (Fig. 6) um ihren Mittelpunltt 

y. j. liaib lierum drelit, ao fällt jeder der 

Punkte B und B' in die frühere 

/ / Lage des andern. Wenn die Gferadeii 

h und h' durch diese Punkte unter 

gleichen Winkeln (Wechsel winke] 

^ nach § 7) gezogen sind, so deckt 

''■A7 auch jede dieser Geraden die frühere 

Lage der andern. 

Hieraus folgt auch, dafs die ganze 

Figur nacti der halben Umdrehung um 

A ihre fi-ühere Lage deckt, denn der Punkt Ä bleibt an seiner 

Stelle, die Gerade SB' fallt in ihre alte Lage, die Punkte B 

und J5', sowie die Geraden J> und b' vertauschen ihre Lagen. 

h) Eine Figur, welche nach einer halben Umdrehung in 
der Ebene um einen Punkt A ihre frühere Lage deckt, heifst 
symmetrisch für diesen Punkt als Mittelpunkt. Zwei Stöcke, 
welche (wie die Punkte B und B' oder die Geraden b und 6') 
durch die halbe Umdrehung ihre Lagen vertauschen, heifsen 
symmetrisch entsprechend für den Mittelpunkt. 

Durch die halbe Umdrehung um A kommt der obere Teil 
(über BB' gelegen) der Fig. 6 in die frühere Lage des unteren 
Teiles. Wenn daher die Geradon h und b' aioh über BB' 
schnitten, sn müTsteu sie sieh unterhalb BJi' noch eiamal 
schneiden, was aach § 1 unmöglich ist. 

c) Zwei gerade Linien (wie b und b' in Fig. 6) heifsen 
parallel, wenn sie einander nicht schneiden, so weit man sie 
auch verlängern mag. 

Nebenwinkel und Scheitelwinkel. 

a) Zwei Winkel heifsen Nebenwinkel, wenn sie den 
Scheitel und einen Schenkel gemeinsam haben, während die 
andern Schenkel in entgegengesetzte Richtung fallen. 

b) Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich einem 
gestreckten Winkel oder 180**. Wenn zwei Nebenwinkel 
gleich sind, so ist jeder ein Kechter. 

Zum Beweis der ersten Behauptung denlco man sich in 
Fig, 7 den Schenkel SA fort. 

c) Zwei Winkel heifsen Scheitelwinkel, wenn sie den 
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Scheitel gemeiusaui haben, während die Schenkel paarweise 
in entgegengesetzte ßiehtung fallen, 

Ö) Scheitelwinkel sind einander gleich. 




Beweis. Die Scheitelwinkel a und y in Fig. 8 sind einander 
gleich; denn als Nebenwinlrel von ß betra-gen beide 180" — ß. 

e) Zwei Winkel sind gleich, wenn ihre Schenkel paai'- 
weise nach einerlei Seite auf einander senkrecht stehen. 

Beweis. Die Anfiiagsschentel der Winkel a und ß in Fig. 9 
mögen den rechten Wintel ÄSC, ä 
Winkel BSD bilden. Dann sind beii 
mentwinkel zu y und sind gleich, weil i 

Sätze über symmetriselie Figuren. 

B (Fig. 10) sei ein belle- i (Fig. 11.) 

biger Punkt der Ebene, Derselbe ; liebigt 
möge durch das Umklappen n 



I Endschenkel den rechten 
i Winkel u und ß Komple- 
■ "eSO"- " 



die Achse 
kommen. Der Punkt B' seiner- 
seits wird dnrch das Umklappen 
nach .B zurückgebracht*). Bund 
S" sind also nach. § 3b ent- 
sprechende Punkte. Die Ver- 
bindungslinie SB' schneidet die 
Achse in einem Punkte D. Durch 
das Umklappen deckt jede der 
Strecken BB und BB' die 
frühere Lage der andern. Also 
ist DB = DB' nnd D ist die 
Mitte von BB'. Ferner deckt 
beim Umklappen jeder der Win- 
kel a und k' die frühere Lage 



Gerade, welche die Achse a 
dem Punkte Ä schneidet 
Diese Gerade werde duich dis 
Umklappen nach b' gebiarht 
Dann zeigt man gerade wie vorhui, 
dafs B' durch das Umklappen 
nach Ö zurttckgebvacht wiid, also 
& und ö' nacli § 3b entspiechenJe 
Gerade sind. Der Punkt j4 bleibt 
bei der Bewegung aut semei 
Stelle, folglich mufs die neue 
Lage, welche ö nach dem Um- 
klappen hat, d. h. die Gerade b', 
auch durch A gehen, Aufser- 
dem deckt durch das Umklappen 
jeder der Winkel a und k' die 
frühere Lage des andern, woraus 



*) B' ist dem Pnnkte B um einen halben TJmBchwang voi-aus 
und mnls durch das Umklappen dahin geführt werden, wohia B erat 
nach einem ganzen Umschwünge gelangt, nämlich naci B zurück. 
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deB andern. Diese Wintel müssen 
also gleicli sein und, weil sie 
Hebenwinkel sind, ist jeder eia 
rechter Winkel. 

a) Wenn zwei Punkte S 
und S' sich für eine Achse a 
entsprechen, so ist a die Mit- 
telsenki'echte von SB'. 



folgt, dafs a den Winkel der 
Richtungen b und h' halbiert. 



») Wenn awei Itichtungen 
b und b' sich für eine Achse o 
entsprechen, so ist a die Hal- 
bierungslinie des von & und h' 
gebildeten Winkels. 




Umgekehrt: 
b) Zwei Punkte li und B' I ß) Zwei Richtungen ent- 
entspiecheü sieh für die Mittel- 1 sprechen sich für die Halbie- 
aenkrechte der Strecke ,BB'. jruagslinie ihres Winkels. 

Das in j3) Cfesagte ist schon in § 3a enthalten und b) ist 
nur eia besonderer Fall von § 3 a. 

c) Strecken oder Winkel, welche einander symmetrisch 
entsprechen, sind gleich. 

Dieselben werden durch das Umklappen um eine Achse 
oder durch die halbe Umdrehung im- Deckung gebracht. 

(1) Anwendungen. 1) Tn einem Punkte einer Geraden 
kann man nur eine Senkrechte errichten. 
2) Von einem Punkte aufs erhalb einer 
Geraden kann man nur eine Senkrechte 
auf die Gerade fällen. 

Beweis, l) Ein gestreckter Winkel hat 
wie jeder andere Winkel nur eine Halbie- 
rungslinie, welche eben durch die im Scheitel 
errichtete Senkrechte dargestellt ist. 2) Wenn 
man den Punkt B mit dem entsprechenden S' verbindet, so hat 
njan eine von B auf a gefällte Senkrechte SD erhalten (§ Ga). 
Wenn auch B auf a senkrecht wäre, so müfste y ein rechter 
Winkel sein. Da aber durch das Umklappen um a der Winkel 




y Google 



Dio Grund g etil de. 7 

y uf > i-lllt h y 1 1 n 1 1 Punkte i?, C, £' 

l^gen af n G 1 Da tnli^Jb unmöglich. 

WiLkeltieze Imungeii g 

W un zwe C al ß nd & (F 1 ) on einer dritten c 

ge hn tte d n ent tel n h 

WnLl nn q (d y v ^) ul ^'^-"'/^ 

aiTe f« (3 i ?) D W I ] / 

n esh \ a binttp nkteu a iß 

Inauifl nl Atnpaw 



1) Zwei äufsere oder zwei innere 
Winkel auf verscliiedenen Seiten der 
Schnittlinie heifsen Weehselwinkel, 

2) Ein äufserer und ein innerer Winkel anf derselben 
Seite der Schnittlinie heifsen korrespondierende Winkel. 

3) Zwei äufsere oder zwei innere Winkel auf derselben 
Seite der Schnittlinie heifsen Ergänzungswinkel. 

Zwei Gerade, weleha von eiaer dritten gesohnltten werden. § 8. 

a) Wenn innere Wechselwinkel gleich sind, so sind die 
geschnittenen Linien parallel. (Siehe § 4.) 

b) Grundsatz. Wenn innere Wechselwinkel ungleich 
sind, so sind die geschnittenen Linien nicht parallel. 

Die Ansdianung zeigt, dafe sie sich auf der Seite sohueiden, 
wo der kleinere Winkel liegt (Fig. 16). 

c) Die geschnittenen Linien sind piirallel 

1) wenn zwei korrespondierende Winkel gleich sind; 

2) wenn zwei Wechselwinkel gleich sind; 

3) wenn zwei Ergänzungswinkel zusammen 180" betragen. 



«^_._^ 



-6/r 




Beweis. 1) Wenn die korrespondierenden Winkel c und fi 
in Pig. 14 gleich sind, so bezeichne man beide mit x (Fig. 15). 
Dann ist auch y ^ a: als Scheitelwinkel yoh a. Die Innern 
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8 I. Absühnitt. 

Wechsel wink ei y und ft sind also gleioii (weil beide gleich x 
sind) und die geschnittenen Linien sind naeli a) paa-allel. 

2) Sind äuTsere Wechsel Winkel, z. B. o tind l in Fig. 14, 
einander gleich, so bezeichne mau beide mit x (Fig. 15). Dann 
ist auch y ^ % als Scheitelwinkel von « und (* = « als Scheitel- 
winkel von i 11. s. w. 

3) Sind 2 ErgSnzungawinkel, z. B. d und fi in Fig. 14, zu- 
sammen 180" und bezeichnet man den einen \i, mit X (Fig. 15), 
so ist Ö = 180" — X. Dann ist auch y = a; als Nebenwinkel 
von iJ; die Innern Wechselwinkel y und jt sind also einander 
gleich (weil beide gleich x sind) u. s. w. 

d) Wenn die geschnittenen Linien ^lanllel ^ind, ?o sind 

1) korrespondierende Winkel gleicli, 

2) Wecliselwinkel sind gleich, 

3) Ergänzungswinkel betragen zusammen isri" 
Beweis. Wenn die Linien « und & m Fig 14 panllel 

sind, so müssen die Winkel y und j« gleiclj sein, denn wenn 
diese Winkel nieht gleich wäien ao wäien die Geiaden « und Ö 
nicht parallel (Grundsatz b). Bezeichne die gleichen Winkel ) 
und fi. mit X (Fig. 15). Dann ist auch «=11.13 Scheitelwinkel 
von y\ die korrespondierenden Winkel a und (j sind also gleich, 
weil beide gleich x sind. Ferner ist auch 1 = r ab Scheitel 
Winkel von fi; folglich sind die aufseien Wecbselwinkel « und il 
gleich, weil beide gleich x sind Pemei ist b =^ ISO" ^- » alt. 
Nebenwinkel von y. Die Ergiinzungswinkel fi und Ö sind il=c 
"", weil X + 180" — t = 180 
Flg. 16, San 

ft A 




C) Durch einen Punkt A kann man nur eine Parallele 
zu einer Geraden a ziehen (Fig. 17). 

Beweis. Denke durch A. die Gerade AB gezogen, welche 
ß schneidet und den Winkel j3 entstehen läfst. Ist h eine Pa- 
rallele zu a, so mufs ß' = ß sein; die Linie ö kann daher nur 
eine Lage haben; sie ist der freie Sehenkel des in A angeti'agenen 



a) Wenn die eine von zwei Parallelen durch eine dritte 
geschnitten wird, so wird es auch die andere. 
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Dia Grundgebilde. 9 

Beweis. « und & (Fig. 18) seien paralleL c sehneide a 

i M. Wenn e mit h parallel wäre, so gingen durch M zwei 
i h parallele Geracle, was § 8e widerspricht. 




\i) Wenn zwei Gerade mit einer dritten parallel sind, 
so sind sie unter sich parallel. 

Beweis, h nnd c (Pig. 19) seien mit « pai-allcl. Wenn 
i» und c sieh schnitten, so würden durch den Schnittpunkt M 
awei ZV. a parallele Gerade & und c gehen, was § 8e widerspricht, 

c) Winkel, deren Schenkel paarweise in gleicher Rich- 
tung parallel laufen, sind gleicli. 

Beweis. Die Winkel a nnd ß (Pig, 20} sind gleich, weil 
L 1 d m W k 1 j l h 1 ( Sd) 

d) P II 1 Ge a 1 k nn n als L n ang 1 n w In 



1 nnnUhf Pltmt n 


1 em u am 


hab n E n & ad n h bt n n n 


n nW 1 


f nen P nkt 




W nn n d (F ]") n 


k t 


fa 1 f th It 1 d nl h 


li Prnlt If 


d ht t tt 1 P 11 1 m t n hd 1 S 1 tt 


t nkt d ; nah 1 nnd nl 


St n nd 


1 h F n -u kt t nd 1 1 fc t n 




1 1 L g n nd n 1 p all 1 n La 




11 h ^ hidn mtd Smn 


V. 


1 tnBhiti agphutD 


n h 1 a t fe g tt n E hün 1 


\ 


C 1 1 g 1 dl h f n n P kt 


^ _J[ 


w 1 n 1 P kt b t ht t w 1 


"^ 


t U am n n g C 1 


- 


n mb h d Pa aU 1 b tim d n 




d t nl dknwüntdl 


li 1/ 


P aUl mt w Pmkt g m n h tt 1 


mt mm 


f 11 




Amkn Dl an dmg 


hnl h L h 


L d n fnnPnktgmnhab 


u al pa all le 



y Google 



10 II ■ibiciinitt 

Linien oder Lmien. von gleichei Bii.htuiig an'siehl, folgt tlaiaiis, 
dafs zwei Beob^thtei jii gleicliei Kit-htung au tjchauen betaupten, 
wenn sie aach dcm^elbeu sebi weit entfernten Puntte sebeu 



n. Abschnitt. 

Entstehung von Figuren imd allgemeine Eigenschaften 
derselben, 
Dreieck und Dieiheit 



a) Drei Punktt,, die nicht 
in einer Geiadeii liegen, und 
ihreVerbindiiugaliinen grenzen 
einen ungetealten Raum ab 

Die 




C6) Drei Gerade, die nicht 

durch einen Punkt gehen, uud 

ihre Schnittpunkte bestimmen 

die nämliche Figur, welche in 

a) betrachtet wurde. 

I a) und €i) entstandene Figur wird je nach ihrer 

Entstehungs weise Dreieck oder Drei- 

seit genannt (siehe Kg. 22). Ein 

Dreieck (Dreiseit) ist durch die Lage 

der Ecken (oder durch die Lage der 

Seiten) Tollkommen bestimmt. 

Anmerkung. Man sagt von Drei- 
ecken, deren Eckea (und Seiten) sich 
entsprechen (a. B, von symmetrischen 
Dreiecken), sie seien „gleichen oder 
entgegengesetiteu Sinnes", je nachdem dasselbe von den ent- 
sprechenden Winkeln gilt. (Vergleiche die Übungen § 2, 7 bis 12.) 
Allgemeine Sätze über Ass Dreieck. 

a) Die Summe der Winkel eines Dreiecks beträgt 180", 
Beweis. (Fig. 23.) Kaa ziehe durch 

den Seheitel eines Wmkels ß die Parallele 
zur gegenüberliegenden Seite 6. Die Winkel 
- d) und a sind als Ergänzungswinkel 
nach § 8d zusammen 180". Ersetzt man 
in der Gleichung a -{- ß + 6 = 180" 
den Winkel 6 durch den ihm gleichen 
Wechselwiakel y (§ 8d), so erhalt man a -|- (3 + ^ = 180". 

b) Ein Aufsenwinkel ist gleich der Summe der beiden 
mnern Winkel, welche nicht seine Nebenwinkel sind. 



y Google 



Kntsteliuag der Figurtu. 11 

Beweis, ß' in Fig. 24 ist gleich 180" — ß (§ 5b), uud 
die Summe c -f~ )' i^^ nach § IIa ,, „, 

auch 180" — ß. Also ist ß' = a -{- y. 

Ein Dreieck kann lauter spitze 
Winkel haben (spitzwinkliges D.), aber 
nnr einen rechten (rechtwinkliges D.) 
oder stumpfen Winkel (stumpfwinkliges 
D.). Den rechtwinkligen Dreiecken stellt man such die i 
als schiefwinklige gegenliber. 




a) In jedem Dreieck' liegt der gröfseien Seite der gröfaere 
Winkel gegenüber. 

Oi) In jedem Dreieck liegt dem gröfseren Winkel die 
gröfsere Seite gegenüber. 

Beweise. (Fig, 25.) a) OB sei grofser als CA. Man aiehe 
die Halbierungslinie des Winkels y *) pj^ ^^_ 

und klappe das Dreieck GDA um die 
Achse CD «m. A Mit alsdann auf ÜB 
(§ 3 a) imd zwar zwischen C unci B 
(Voranss.) nach A'. Der Winkel a er- 
scheint dann in seiner neuen Lage bei A' 
als Aufsenwinkel des Dreiecks DBA' 
imd ist nach § 1 1 b grofser aJs Wbikel ß. 

a) Der Winkel ß*) sei grofser als ß. 
Man ziehe die Halbierungslinie CD vob y (Fig. 25). Alsdann 
ist -^BDC (er ist k + |- nach § IIb) grofser als ABC (er 
ist ß + 4,-)- ^ei dem Umklappen von Dreieck ACD um. CT) 
mufs daher DA in den Winkel GBB hineinfallen, so dafs die 
neue Lage Yon A notwendig zwischen C und B fällt. Hieraus 
folgt, dafs CA kleiner als OB ist. 

Polgerungen, b) Gleichen Seiten (eines Dreiecks) liegen 
gleiche Winkel gegenüber. 

ß) Gleichen Winkeln (eines Dreiecks) liegen gleiche 
Seiten gegenüber. 

Beweise, b) Wenn die Winkel ungleich wären, so ujüfsten 
auch nach Satz a) die Seiten nngleich sein. 

|3) Wenn die Seiten ungleich wären, so müfsten auch nach 
Satz a) die Winkel ungleich sein. 

Anmerkung. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die- 



*) Die Bezeieiinung you Stücken des Dreiecka siehe in Fig. 22, 
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I!. Abschnitt. 



jenige Seite, welche dem rechten Winkel gegenüber liegt (Hy- 
potenuse) gröfser als die übrigen (Katheten). Bntspr eckendes 
gilt vom stumpfwinkligen Dreieck (Satz a). 

c) 1) Unter allen Strecken, die man von eiaera Punkte 
nach einer Geraden ziehen kann, ist die Senkrechte die 
kürzeste (Entfernung des Punktes von der Geraden). 2) Zwei 
schiefe Strecken sind gleich, wenn ihre Endpunlrte vom Fnla- 
pankte der Senkrechten gleiche Entfernung haben. 3) Von 
Kwei schiefen Strecken ist diejenige die gröfsere, deren End- 
punkt von dem Fufapunkte der Senkrechten weiter absteht. 
Beweis. (Fig. 26.) l) Die schiefe Linie AG iät gröfser 
pj g^. als die Senkrechte AB, weil sie im Dreieck 

j ABC dem gröfsten Winkel gegeuttber liegt. 

2) Wenn die Punkte und 2) von B 
gleichen Abstand haben, so entsprechen sie 
sich nach § 6b für die Achse AB symme- 
j) yf trisch. Dann sind aber auch die Strecken 
AC und AD entsprechend und deshalb 
gleich (■§ 6c). 3) Wenn BE> BD, so ist der Winkel ADE 
als Aufsenwinkel des Dreiecks ABD gröfser als Winkel ABD, 
d. h. stumpf. Polglich ist AE^ AD. 
Viereck und Vieraeit. 
a) Erklärungen. Vier | ei) E r k 1 ä r u n g e n. Vier 
Punkte, von welchen nie 3 Gei'ade a, h, c, d, von welchen 
auf einer Geraden liegen, bil- 1 nie 3 durch einen Punkt gehen, 





den die Ecken eines „vollafcän- j bilden die Seites eines „voU- 
digen Vierecks", dessen Seiten j ständigen Vierseits", dessen 
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die 6 möglichen Vci-biodungs- 
liiiien jener PunlEte siod (Fig. 
27). 

Je zwei Seiteu, welche sich 
nicht in einem Eckpunkte ; 
schneiden, wie AD und SC, 
heifsen Gegenseiten. Der 
Schnittpunkt zweier Gegen- 
seiten heifst ein Nebeneck des 
vollständigen Vierecks. 

Ein vollständiges Viereck 
hat 3 Paare v 
und 3 Nebenecken. 

Es giebt 3 Arten, von einem 
Eckpunkte Ä aus durch die i 
Seiten des vollständigen Vier- 
ecks zu den übrigen Ecken i 
und nach A zurück zu kommen, i 

Dadurch entstehen 3 „ein- 
fache Vierecke" (Fig. 29). Sei- 
ten des mittlem unter ihnen ] 
werden die Strecken AB, B C, ] 
CD, DA genannt. Nur eines > 
derselben schliefst eint 
geteilten Raum ab, in den 
die Träger der Vierecks Seiten i 
nicht hineinreichen. Die Win- 
kel dieses Vierecks sind hohl. 

Das einfache Viereck und 
identische Figuren. 

Einftichß Vielecke. § 

a) Erklärungen, Wenn man einen beliebigen Punkt 
mit einem zweiten, diesen mit einem dritten und so fort, 
durch geradlinige Strecken verbindet und zuletat wieder zu 
dem ersten Punkte zurückkehrt, so entsteht ein einfaches 
Vieleck. 

Ein n-Eek hat n Winkel und n Seiten. Die Neben- 
winkel der Viel eck swinkel heifsen Aufsenwinkel. 

Die folgenden Sätze gelten nur für solche Vielecke, welche 
einen ungeteilten Eaum abschliefsen, in den die Träger der 



Ecken die 6 möglichen Schnitt- 
punkte jener Geraden sind 
{Pig. 28). 

Je zwei Ecken, welche nichl; 
auf einer Seite liegen, wie iah') 
und (cd), heifsen Gegenecken, 
Die Verbindungslinie zweier 
Gegenecken heifst eine Diago- 
nale des voll ständigen Vier- 
seits. 

Ein vollständiges Vi er seit 
hat 3 Paare von Gegenecken 
imd 3 Diagonalen. 

Es giebt 3 Arten, von einer 
Seite a aus durch die Ecken 
des voUsiändigen Vierseits zu 
den übrigen Seiten und nach 
a zurück zu kommen. 

Dadurch entstehen 3 „ein- 
fache Vierseite" (Fig. 30). Eck- 
punkte des mittlem unter ihnen 
heifsen die 4 Schnittpunkte 
(ah), (bc), {(ä), {da). Nur 
eiues derselben schliefst einen 
ungeteilten Raum ein, in wel- 
chen die Seiten nicht hinein- 
reichen. Die Winkel dieses 
Vierseits sind hohl, 

einfache Vierseit sind 
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Seiten nicht hineinreichen. Solche Vielecke haben lauter 
hohle Winkel. Ein Zuschauer durchläuft den Umring des 
Vielecke rechts oder links herumj je nachdem er die Fläche 
des Vielecks rechter oder linker Hand hat. Denkt man hierbei 
jede Seite in derjenigen EichtUDg yerlängect, in welcher sie 
durchlaufen wird, so erhält man n Aufsenwinkel, welche man 
kurz als „die Aufsenwinkel des si-Eeks" bezeichnet. — Durch 
einen Eckpunkt des Vielecks gehen n — 1 Strecken, welche 
denselben mit den übrigen Ecken verbinden. Zwei derselben 
sind Seiten des Vielecks, die übrigen « — 3 werden Diago- 
nalen genannt. Durch diese Diagonalen wird das n-Eck in 
w — 2 Dreiecke geteilt. 

b) Die Summe der Winkel eines )j-Ecks beträgt 

(n — 2) . 180". 
^) Die Summe der Aursenwinkcl eines n - Ecks be- 
trägt 360". 

Beweise, b) Die Diagonalen eines Eckpunktes teilen das 
w-Eck iii (n — 2) Dreiecke. Die Winkel dieser Dreiecke bilden 
zusammen die n Winkel des «-Ecks und die Behauptimg ergiebt 
sich, deshalb aus § 11 a), 

|3) Die Aufsenwinkel müssen mit den innem Winkeln zu- 
sammen )( mal 180" ausmachen. Man findet also die Summe der 
Aufsenwinkel, wenn man (w ^ 2) . 180" von n . 180" abzieht. 
Der Ereis. Lagen einer Geraden gegen denselben. 
a) Erklärungen. Wenn eine Strecke r sich um einen 
Endpunkt M (Fig. 31) dreht, so beschreibt der andere End- 
punkt .5 einen Kreis (Kreislinie), wel- 
cher die „Kreisfläche" einschliefst. Der 
Punkt M heifst Mittelpunkt des Kreises. 
Mit besonderen Benennungen werden 
noch belegt: Die Strecke, welche den 
Mittelpunkt M mit einem Kreispunkte 
verbindet (Radius = r) , die Strecke, 
welche zwei Kreispunkte verbindet 
), die gröfate Sehne im Kreis, 
nämlich die durch den Mittelpunkt ge- 
zogene (Durchmesser ^ 2 . r), eine Ge- 
rade, welche den Kreis in 2 Punkten 
schneidet (Sekante) und daher der Träger einer Sehne ist, 
ein durch Punkte begrenztes Stück der Kreislinie (Bogen), 
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Entstehnng der Figuren. 15 

ein von zwei Radien eingesehlossenei- Winkel (Mittelpuukts- 
winkel, Centriwinkel). 

b) Eiue Gerade i kann drei verschiedene Lagen gegen 
den Kreis haben: 

1) Wenn die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte 
kleiner als der Radius ist, so trifft sie den Kreis in 
zwei Punkten B und JB'. 

2) Wenn die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte 
gleich dem Radius ist, so hat die Gerade einen einzigen 
Punkt mit dem Kreise gemein (Berührungspunkt) und 
heifst eine Tangente des Kreises. 

3) Wenn die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte 
grbfser ist als der Eadius, so trifft die Gerade den 
Kreis nicht. 

Beweis, l) Die Entfernung MD der Geraden h (Fig. 31) 
sei kleiner als der Radius. Ein Punkt P, welcher sich von Z» 
aus in der Eiohtung DU bewegt, entfernt sieli fortwährend 
von M (§ 12c). Wenn seine Entfernung von Ü gleieli dem 
Radius geworden ist, so ist sein Abstand von M gröfeer als der 
Eadius (§ 12, Anmerkung). Es mnfs also schon vorher eine 
Lage des bewegten Punktes P gegeben haben (die Lage S), in 
welcher derselbe von M gerade um die Länge r (Radius) ent- 
fernt ist. — Ebenso beweist man, dafs auch auf der entgegen- 
gesetzten Richtung der Geraden h ein Schnittpunkt mit dem 
Kreise zu finden ist. 

2) Die Entfernung MA der Geraden t (Eig. 31) sei gleich r. 
A hegt alsdann auf dem Kreise. Der Punkt F, welcher sich 
von Ä weg auf der Geraden t bewegt, entfernt sieb von M und 
hegt daher jederzeit (die Anfangslage A ausgenommen) aufeer- 
halh des Kreises. — Die Gerade ( hat nur den Punkt A mit 



3) Wenn man die Betrachtung 2) auf die Gerade g (Fig. 31) 
anwendet, deren Entfernung Ji"!' gröfser als r ist, so ergiebt 
die Behauptung in 3J 

Folgeiuugeu Aus dem &atze b, 2 folgt 

c) Die im Endpunkte den Ridiu& eiiichtete Senkrechte 
ist eme Tangente des Kieises 

Die Strecke MA m Eig 31 hat die 3 Eigenschaften, difs 
sie duich den Mittelpunkt des Kieiies und durch den BeiUhi mgs 
pujikt dei Tangeute t geht und auf die^ei Tangente senkiecht 
steht MA ist also sowohl die VeibindungBlime des Mittel 
punktes mit dem Beruhiungspunkte, als auch die im Beiuhnings 
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punkte auf die Tangente en-iclitete Senkrechte nmi die ans dem 
Mittelpunkte auf die Tangente gefällte Senkrechte. Daher die 
Sätze: 

d) 1) Die im Berührungspunkt errichtete Senkrechte 
geht durch den Mittelpunkt. 

2) Die aus dem Mittelpunkte gefällte Senkrechte geht dnrcli 
deu Berührungspunkt. 

3) Die Gerade, welclie den Mittelpunkt mit dem Berüh- 
rungspunkte verbindet, steht auf der Tangente senkrecht. 



BB' sei eine Sehne des Kreises (Fig 31] und AT der 
dazu senkrechte DurchmeBser. Die halhe Umdrehung ilei rigiiv 
um AF hringt den Punkt JB in die Verlängeinng von BT> über 
JS hinaus und B ist auch in der neuen Lage (wie auch während 
dar Bewegung) ein Kreiapunkt. Daraus folgt, dafs B in den 
zweiten Endpunkt B' der Sehne BB' gelangt Die iangenta 
BF in -B kommt in die Lage B'F und ist auch in dei netten 
IJage (wie auch während der Bewegung) Tangente deb Rieises 
(in B'). Der Kadius MB kommt nach MB und ist wieder 
ein Eadius des Kreises. Daraus folgt: 

a) Der Kreis ist symmetrisch in Bezug auf jeden Durch- 
messer als Achse. Es entsprechen sich die Endpunkte jeder 
zum Durchmesser senkrechten Sehne, che Tangenten m diesen 
Endpunkten und die Radien nach diesen Endpunkten 

Die Achse enthält den Mittelpunkt und den Schnittpunkt 
der Tangenten; sie ist die Halbierungslinie des Tangenten- 
winkels und des Mittelpunktswinkela (§ 6), sowie die Mittel- 
senkrechte von BB'. Daher folgen die Sätze: 

I)) 1) Die Mittel senkrechte der Sehne geht durch den 
Mittelpunkt etc. 

2) Die Halbierungslinie des Tangentenwinkels geht durch 
den Mittelpunkt etc. 

3) Die Halbierungslinie eines Mittelpunkts winkeis steht auf 
der zugehörigen Sehne senkrecht und halbiert dieselbe. 

4) Die Gerade, welche den Mittelpunkt mit dem Scheitel 
eines Tangentenwinkels verbindet, halbiert die zugehörige 
Berührungssehne senkrecht etc. 

C) Die Tan gentenab schnitte, welche von dem Schnitt- 
punkte zweier Tangenten bis zum Kreise reichen, sind gleich 
grofs. 
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Anmerkung. WeuH die Gerade i (Fig. 31) sich parallel 
mit der anfänglichen Lage bewegt, bis sie mit t zusammenfällt, 
so fallen die Punkte B und ß' beide nach Ä. — Die Tangente 
ist als eine Gerade anzusehen, welche den Kreis in 2 zusammen- 
fallenden Punkten trifft. 

Zwei Kreise. § 

a) Wenn die Mittelpunkt« zweier Kreise zusammenfallen, 
so heifsen die Kreise koncentrisch. 

Wenn solche Kreise auch gleiche Radien haben, so fallen 
sie zusammen; denn sie werden durch Drehung der nämlichen 
Strecke uro denselhen Punkt heschrieben. 

l») Wenn die Mittelpunkte zweier Kreise nicht zusammen- 
fallen, 80 heiTst die VerbindungsUnie dieser Mittelpunkte die 
Centrale der beiden Kreise. Wenn alsdann die Kreise ein- 
ander treffen, so sind folgende Fälle zu unterscheiden: 
1) Die Kreise haben einen Punkt aufserhalb der Centralen 
gemeinsam. Aisdanu haben sie noch einen zweiten 
Punkt gemeinsam und die Centrale ist die Mittelsenk- 
rechte der gemeinsamen Sehne. 




2) Wenn die Kreise einen Punkt der Centralen gemem 
haben, so haben sie in diesem Punkte eine gememsauie 
Tangente, welche auf der Centralen senhecht steht 
(Berührung von Kreisen). 

In beiden Fällen haben die Kreise kein n weitem Punl t 
1 (ohne zusammenzufallen). 

eweis. 1) Nach § 16 deckt die P ^u 3^ nach dem 
I die Achse a ihre frühere L'i^e Dann st abei 
der gemeinsame Punkt B heider Kreise nat,h dem fUi ei t 
sprechenden Punkte B' gekommen. 

2) Wenn die beiden Kreise den Punkt ^ (P § ^^ odei 84) 
der Centralen gemeinsam haben, so ist A 1er ^eme n ane Eni 
punkt zweier Radien und die in A auf dei Centralen einchtete 
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1 8 n. Abschnitt. 

Senlii-echte ist zugleich Tangente beider Kreise, Der Punkt A 

entspricht sieh nnii seihst für die Centrale a. 

^., „, Die Kreise können in beiden Fällen 

keinen weitern Punkt JD gemeinsam haben; 
sonst müfsten die Mittelpunkte auch auf 
der Geraden g liegen, welche die gemein- 
same Sehne BD oder AD senkrecht 
halbiert. Die Mittelpunkte der Kreise 
würden also beide in dem Schnittpimkte 
der Geraden a und g zusammenfallen, 
was der Voraussetzung in b) widerspricht. 
() Die möglichen Lagen zweier 

Kreise Qbeihaupt sind die folgenden: 

1) Die Kieise schlielsen einander aus (Taf. I, Fig. 15). — 
Die Centrale ist giolsei als die Summe der Radien, 
(um das Stuck AB) 

2) Die Kreise berühren einander von aufsen (Fig. 33). — 
Die Centrale ist gleich der Summe der Eadien. 

3) Der grÖfsere Kreis schliefst den kleineren ein (Taf. I, 
Fig. 14). Die Centrale ist kleiner als die Differenz 
der Radien (um. das Stück ÄS). 

4) Die Kreise berühren einander von innen (Fig. 34). — 
Die Centrale ist gleich der Differenz der Radien. 

5) Die Kreise schneiden einander. — Dieser Fall entsteht, 
wenn in Fig. 33 die Centrale kleiner oder wenn sie in 
Fig. 34 grofser wird. — Die Centrale ist also kleiner 
als die Summe der Radien, aber doch noch gröfser als 
ihre Differenz, 

;. Begriff luid Anwendung der geometriaclien Örter. 

a) Alle Punkte der Ebene, welche einer Bedingung 
genügen, bilden eine Figur, welche ein geometrischer Ort 
genannt wird. 

Beispiel, Alle Punkte der Ebene, welche Ton dem Punkte 
M die Entfernung r haben, sind Endpunkte einer Strecke von 
der Länge r, deren Anfangspunkt der Punkt M ist. Durch die 
Drehung dieser Strecke um M entsteht nach § 15a ein Kreis: 

1>) Der geometrische Ort für diejenigen Punkte, welche 
von M den Abstand r haben, ist der Kreis, welcher mit dem 
Radius r um M gezogen ist. 
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Entsteliuiig der Piguren, 19 

Die Angalie dieses Ortes ist vollständig; denn aufser den 
Punktea jenes Kreises giebt es keine andern Punkte der Ebene, 
welche von itf die Entfernung r hätten, oder: 

1) Alle Punkte, welche von M die Entfernung r haben, 
liegen auf dem Kreise, 

In der Angabe des Oi-tes sind auch keine überfiiisEigen 
Linien oder Linienteile genannt; denn; 

2) Alle Punkte des Kreises haben von M die EDtfernung r. 
In diesen beiden Behauptungen besteht der Inhalt des in 

b) ausgesprochenen Ortssatzes. Diese Behauptungen müssen im 
allgemeinen bewiesen werden (siehe § 20). In § 18b sind 
diese Beweise in der Beschreibung des Ortes durch die Bewegung 
einer Strecke enthalten. 

Wenn aufgegeben ist, über einer Strecke AB ^ c als 
Seite ein Dreieck au zeichnen, von welchem der Winkel «*) 
gegeben ist, so muls l) der Eckpunkt C auf dem freien Schenkel 
des in A angetragenen Winkels et liegen. 2) Es kann alsdann 
jeder Punkt dieses freien Schenkels als Spitze dos Dreiecks 
angenommen werden. Nach dem Vorigen kann man sagen: 

Ein Ort für C ist der freie Schenkel des in A angetragenen 
Winkels k. 

Ist nun als drittes Stück des Dreiecks z. E. die Seite a 
) folgt auch aus dem Vorhergehenden: 

Ein zweiter Ort für G ist der mit a nm B beschriebene 
Kreis. 

Die Spitze C mufs alsdann auf beiden örtem zugleich Hegen. 
Es giebt BO viele Lagen für C und daher so viele Dreiecke, als 
gemeinsame Punkte beider örter bestehen. 

c) Ein Punkt, der zwei Bedingungen zugleich genügt, 
wird durch zwei geometrische Örter gefunden. Es giebt so 
viele Lagen für diesen Punkt (so viele Lösungen der Auf- 
gabe), als gemeinsame Punkte beider Orter bestehen. 

d) Wenn über einer Strecke AB = c mit noch 2 ge- 
gebenen Stücken nur ein einziges Dreieck möglich ist, so 
müssen 2 Dreiecke, welche mit diesen 3 Stücken an ver- 
schiedenen Orten gezeichnet werden, zusammenfallen, sobald 
sie über dieselbe Gerade AB = c gestellt werden. 

Wäre dieses nicht der Fall, so gäbe es über AB 2 Dreiecke, 
welche der Aufgabe genügen, was der Annahme widerspricht. 

i soll der Winkel o: rtes 
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20 ^1. Abschnitt- 

e) Dreiecke heifsen kongnieiit, wenn sie so gelegt werden 
könaeii, dafs sie einander decken. 

f) In kongruenten Dreiecken sind entsprechende Seiten 
und Winkel gleich. 

Entsprechende Stücke nennt man nämlieli diejenigen, welche 
hei der Deckung der Dreiecke auf einander fallen. Diejenigen 
Winkel (Seiten), welche entsprechenden Seiten (Winkeln) gegen- 
überliegen, sind ebenfalls entsprechend. 

Die 4 FimdamentalkonstrTLktioiien des Dreiecks. — Die 
4 Kongruenzsätze. 

a) Über der Seite AB = c ein Dreieck zu konstruieren, 
wenn noch die beiden andern Seiten a und 6 gegeben sind. 

Analyse. Man hat für den Punkt zwei Örter: den 
Kreis, der mit a um B beschrieben ist und denjenigen, welcher 
mit b um Ä beschrieben ist. Die Ereise können über A B 
höchstens einen Funkt gemeinsam haben — man erhält jeden- 
falls nicht mehr als ein Dreieck, welches der Aufgabe genügt. 
Die Konstruktion ist leicht auszusprechen. Determination: 
Jfur wenn die Bedingungen c < ß -|- & und c > oi — & erfüllt 
sind (§ 17c), erhält man 2 Schnittpunkte der Kreise, von 
welchen der eine über AC gelegene für C gewählt werden darf. 
Wenn c ^ « + & oder e = a — h, so fällt C auf die Gerade 
AB (Greazfölle), so dafs kein Dreieck entsteht. Wenn c>ffl-f-& 
oder c < ö -— 6 , so treffen die Kreise einander gar nicht und 
man erhSlt ebenfalls kein Dreieck, 

Folgerungen: 1) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn 
sie die 3 Seiten entsprechend gleich haben, 

2) In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten gröfser 
als die dritte und die Differenz zweier Seiten ist kleiner 
als die dritte. 

b) Aufgabe. In dem Punkte M den gegebenen Winkel 
ABC an die Gerade üfJV anzutragen (Fig. 16 u. 17 auf 
Taf. I). 

Beschreibe mit gleichen Radien um Scheitel B des ge- 
gebenen Winkels und den gegebenen Punkt M Kreisbogen. 
Mache PQ = .Ff?, so folgt aus der Kongruenz der Dreiecke 
FBa und PMQ (nach § 18f), dafs ^ABC = PMm 

c) Über der Seite AB = c ein Dreieck zu konstruieren, 
wenn noch die Seite h und der eingeschlossene Winkel k 
gegeben sind. 

Analyse. Man hat für G Kwei Örter, nämliiih den freien 
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Entstehung di,i Ti^ luii 21 

Schenkel des in A angetragenen Wiakeh k und tleu mit ö mn 
A beschriebenen Kreis. Da beide nui einen Punkt gemein haben 
können, so giebt es höchstens ein Dreieck weichet, doi Autgabe 
genügt. Die Konstrnktion ist mit HiUe ^ m b) luszuföhien 
Determination: Wenn a < 180", so giebt c- immei eme 
einzige Lösung. 

Folgerung. Zwei Dreiecke &md Loiigiuent, wenn sie 
2 Seiten und den eingeschlossenen Winkel entapreeheud 
gleich haben. 

d) Über der Seite A.B = c ein Dreieck zu konsfci-uieren, 
wenn noch die beite i md d i ihr gegendbeiliegende Winkel 

inaljae Man hat <i1b Oitei far den Pirnkt den fieien 
Schenkel des m A angetragenen Winkels a und den mit a um 
5 beschiiLbenen KieiB Beide öitei können hoohbteus 2 Punkte 
gemeiuaam haben so dals es höchstens 2 Lesungen gieht Die 
Konstiuktiun ist leicht an? geben Deteiniinatiun: Der 
KieiE ioifft den Tiagei des tieien behenkelo in kemcm Punkte 
oder m einem Punkte olei m 2 Punkten je nachdem der 
Radius a klemoi, gleich cdei ^i isei ist ils die Entfernung des 
freien Schenkels von a vom Punkte h Ton den zisei Punkten, 
welche im diitten Pille m Bettacht kommen legt aber nur 
einei aut dem heien bchenkel von a [jlti iuideie auf dem 
Schenkel seines Nebanwinkeis), sobald a> c (Taf. 1, Pig. 19). 
In diesem Palle erhält man nur eine Lösung. 

Folgerung. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
2 Seiten und den der gröfsei-en gegenüberliegenden Winkel 
entsprechend gleich haben. 

e) Über der Seite i.B = c ein Dreieck zu konitruieren 
annoh''^ kl £,bn nl 

W n 3 ^'Vmk 1 ^ be nd kann man du 1 tte 

Wnk 1 d li IIa iml n Man da f a! aun hm n d 1 1 
be den anhegeud n Wmk 1 n 1 (3 1 k nnt 

nanalÖtef C \ n 1''' 

get ag n n W nk 1 K 1/3 L Ib e 
gem n m laC nau 

F lg Ig Z e D 
eine feeite und 2 T\ mkel entsprechend gleich haben. 

Geometrische Örter. g 

ii) Der geometrische Ort für 1 os) Der geometrische Ort 
diejenigen Punkte, welche von [für diejenigen Punkte, welche 
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2 festen Punkten gleiche Ent- 
fernung habßu (für die Mittel- 
punkte derKreise, welche durch 
diese Punkte gehen), ist die 
Mittel senkrechte der Verbin- 
dungslinie. 



von den Schenkeln eines Win- 
kels gleiche Entfernung haben 
(für die Mittelpunkte der Kreise, 
welche die Schenkel des Win- 
kels berühren), ist die Halbie- 
rungslinie des Winkels. 




Beweis zu a. (Fig. 35.) 1) Wenn MB = MB', oder wenn 
M der Mittelpunkt eines Kreises ist, dei- darch S und B' geht, 
so murs auch die Mittel senkrechte der Sehne BB' durch M 
gehen (§ 16). 

2) Wenn M auf der Mittelsenkrechten a von BB' gelegen 
ist, so entsprechen sich die Strecken MB und MB' für die 
Achse a. Polglich ist MB = MB' und man kann mit dem 
Radius MB = MB' einen Kreis um M ziehen, der durch. B 
und B' geht 

Beweis zu ß. (Fig. 36.) 1) Wenn die senkrechten Ent- 
fernungen OP und OP' gleich sind, oder wenn der Mittel- 
punkt eines Kreises ist, der die Winkelschenkel in P und P' 
berühi-t, so mi^s die Halbiei-ungslinie a des Tangentenwinkels 
BAB' durch gehen (§ 16). 

2) Wenn auf der Halbierungslinie des Winkels BAB' 
gelegen ist und die Winkel bei P und P' recht sind, so haben 
die Dreiecke OÄP und OAP' alle Winkel entsprechend gleich. 
Dann entsprechen Bich die Geraden AP und AP', OP und OP' 
für die Achse a (§ 6), Folglich sind auch die Schnittpunkte 
P und P', sowie die Strecken OP und OiP" entsprechend und 
man hat nach § 6e 0P= OP'. ist dann der Mittelpunkt 
eines Kreises mit dem Kadius 0P= OP", der die Schenkel in 
P und P' beröhrt, 

b) Fragt man nach den Punkten, welche von zwei kon- 
vergenten Geraden gleiche Entfernung haben*), oder nach 
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den Mittelpunkten von Kreiaenj weiche diese Geraden be- 
rüliren, so bestellt der geometrisclie Ort derselben aus zwei 
zu einander senkrechten Geraden, in welche die Halbierungs- 
linien der 4 gebildeten Winkel fallen. 

c) Wenn in Fig. 35 die Punkte B und JB' nach dem 
Punkte A zusammenfallenj oder wenn in Pig, 36 die Geraden 
AB und AB' beide in die auf a senlä'echte Gerade & 
zusammenfallen, so erhält man den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte von Kreisen, welche die Gerade 6 in J. berühren. 
Dieser Ort ist die in A errichtete Senkrechte a. (Vergleiche 
§ 15 d.) 

Fortsetzung. I 

a) Es giebt nur einen Punkt, 
welcher von den Ecken eines 
Dreiecks ABC gleiche Entfer- 
nung hat oder der Mittelpunkt 
eines Kreises ist, welcher durch 
die Punkte A, B, geht. In 
diesem Punkte schneiden sich 
die Mittelsenkrechten aller 
Dreiecks Seiten. 



.' und 



«) Es giebt nur einen Punkt 
(im Innern eines Dreiecks), 
welcher von den Seiten gleiche 
Entfernung hat oder Mittel- 
punkt eines Kreises ist, der 
die 3 Seiten berührt. In die- 
sem Punkte sehneiden sich die 
Halbierungslinien der drei 
Winkel. 

peia zu a). (Fig. 37.) Man ziehe die Mittels entrechten 
der Seiten « und h, welche sieh in M schneiden. Weil 




M auf der Mittels enkreehten m' liegt, ist MB~=MÜi, 
auch auf wi" liegt, ist MC = MA (§ 20 a). Daraus ergiebt sich, 
dafs MA = MB = MC, oder dafs M voa den Ecken gleiche 
Entfernung hat und Mittelpunkt eines Kreises ist, der durch 
A, S, geht. Auch die Mittelsenkrechte von c mufs nach § 20 a 
oder § 10b durch den Punkt M geheu. Ein zweiter Punkt 
derai-t ist unmöglich, denn auch er mülBfce auf den Mittelsenk- 
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'") liegen und mit dem Schnittpunkte 



Beweia au a. (Fig. 38.) Man ziehe die Halbierangsliaien w' 
imd w" der Winkel u und ß. Dieselben sckneiden sieh in 0. Weil 
auf 10 liegt, so ist OQ = Oü; weil auf w" liegt, so ist 
OB = OP (§ 20k). Daraus ergiebt aioh, dafs OP ^ Oq=^ 
OU oder dafa der Mittelpunkt eiaes Kreises ist, welolier die 
3 Seiten berührt. Auch die Halbierungslinie w" des dritten 
Winkels mul'ä nach § 20« oder § 16b darch den Punkt 
gehen. Ein zweiter Punkt derart ist unmöglich, denn auch er 
müTste nach § 20« auf w und w" liegen und mit dem Schnitt- 
punkte zusammenfallen, 

M) Prägt man nach den Punkten, welche von den Trä- 
gern der Seiten gleiche Entfernung haben*), oder nach den 
Mittelpunkten von Kreisen, welche die Träger der Seiten 
berühren, so ergeben sich 4 Punkte. Einer derselben liegt 
im Innern des Dreiecks und ist der Schnittpunkt der Geraden, 
weiche die Innenwinkel halbieren. Die drei übrigen Punkte 
liegen in den Feldern, welche den Dreiecksseiten anliegen, 
und in jedem derselben schneidet sieh die Halbierungslinie 
eines Innenwinkels mit den Halbierungslinien der Aufseu- 
winkei an den übrigen Ecken. 




^ -ßL..,^ \s' 



a) Die Mittelsenkrechte einer Stieuke iu konstruieien 

Auflösung. Man ziehe um die Endpunkte B imd B dPi 

Strecke (Fig. 39) als Mittelpunkte Kieiae von gleichem Kadiis 

welche sich schneiden. Die Sohnittpiinkte G und D liefen luI 

der gesuchten Senkrechten und bestimmen die'^elbe 

Beweis. Die Schnittpunkte und J> liegen auf dei Mittel 
senkrechten von BB\ weil sie von B und B ^leiflie Entteining 
(den Eadius der Kreise) haben (§ 20a) 

*) Die Bankrechten brauchen alsdann mciit tiie "beittsn ijelbet, 
sondern nur ihre Träger au treffen. 
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cc) Die Halbierungslinie eines Winkels zu konstruieren. 

Auflösung. Um den Wiui:el BCS' (Fig. 40) zu halbieren, 
üiehe mau mit heliehigem Eadius um C einen Kreisbogen BB'. 
Mit. dem gleichen Eadiiis ziehe man um B und B' Kreise, welche 
sieh in C und einem Punkte S der gesuchten Halbierungslinie 
schneiden. 

Beweis. Nach a) ist CD die Mittels enki-eclite der Strecke 
BB". Die Geraden CB und CB' entsprechen sioli also symmetrisch 
für die Achse CX>, und CD halbiert deshalb den "Winkel BCB'. 

to) Von einem gegebenen Punkte aufserhalb einer Ge- 
raden die Senkrechte auf dieselbe zu fällen. 

Auflösung. Man ziehe um den gegebenen Punkt C (Fig. 41) 
einen Kreis, welcher die Gerade in B und S' sehneidet. Mit 
dem nämlichen Radius ziehe mau um B und B' zwei Kreise, 
welche sich in C und einem zweiten Punkte D der gesuchten 
Senkrechten schneiden. 

Beweis. Nach a) ist CD die Mittelsenkrechte von BB'; 
da dieselbe durch C geht, so ist die Aufgabe gelöst. 

ß) In einem gegebenen Punkte innerhalb einer Geraden 
eine Senkrechte auf dieselbe zu errichten. 

Auflösung. Ist A (Fig. 42) der gegebene Punkt, so 
schneide man mit dem Zirkel auf beiden Seiten gleiche Stücke 
AB und AB' ah. Mit einem Radius, welcher gröfser ist als 
AB, ziehe man um B und B" Kreise. Ihre Schnittpunkte liegen 
auf der gesuchten Senkrechten. 

Beweis. Die Schnittpunkte liegen auf der Mitte laenkrochten 
von BB'. Da diese durch A geht, so ist die Aufgabe gelöst. 
Man kann übrigens durch die Kenntnis von A den einen Schnitt- 
punkt der Kreise sparen. 

Winkel und Bogen. % 

a) Wenn man der Kreislinie eine beliebige Drehung 
um den Mittelpunkt giebt, so deckt sie ihre frühere Lage. 

Beweis. Der Kreispunkt bleibt hei dieser Drehung End- 
punkt einer Strecke, die sich um den Anfangspunkt dreht, 

J>) Folgerung. Man kann daher Bogen desselben Kreises 
anf einander abtragen wie geradlinige Strecken. Man kann 
die Summe oder Differenz von zwei Bogen bilden, zusehen, 
ob sie gleich sind (Deckung) oder ob der eine gröfser ist 
als der andere. 

c) Zu gleichen Bogen gehören gleiche Mittelpunktswinkel 
nnd umgekehrt. 
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Beweis, l) Man drehe den einen Bogen (Mittelpunkte- 
winkel) nm den Mittelpunkt, bis er den andern deckt. Dann 
decken sich auch die zugehörigen Mittelpunkts winkel (Bogen). 
d) Bin Bogen, welcher 360mal in der Kreislinie ent- 
halten iat, heifst (Bogen-) Grad C). Bin Grad 
wird in 60 (Bogen-) Minuten (') und diese 
in 60 (Bogen-) Sekunden (") geteilt, 

e) Folgerung. Ein Bogen hat ebenso- 
) viele Bogengrade, als der zugehörige Mittel- 
punkts winkel Winkelgrade enthält. 

Wenn man mit AGB (Fig. 43) die Mafs- 
zahl (§ 56) des Winkels ÄCJi und mit ÄS 
die Mafszahl des Bogens Ali, beide in Graden ausgedrückt, be- 
zeichnet, so kann man setzen 

^ACB = AB. 
Peripheriewinkel, Sehnen- und Sekantenwinkel. 
ii) Erklärungen. Unter den Winkeln, deren Schenkel 
einen Kteia treffen, unterscheidet man: 

1) Winkel, deren Scheitel auf dem Kreise liegen (Peri- 
pheriewinkel). 

2) Winkel, deren Scheitel im Innern der Kreisfläche liegen 
(Sehnen winkel mit dem besondern Fall der Mittel- 
punktswinkel). 

3) Winkel, deren Scheitel aufserhalb der Kreisfläche liegen 
(Sekantenwinkel mit dem besondern Fall der Tangenten- 
winkel). 




b) Der Peripheriewinkel hat halb so viel Grade, alsj^der 
eingeschlossene Kreisbogen. 

Beweis, l) Der Penpherie winkel ist von einer Tangente 
(AD in Pig. 44) und einer Sehne AB gebildet. Man ziehe die 
Halbierungslinie OE des Mittelpunkts winkeis AGB, welche nach 
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§ 16a, S auf der Sebne AB senkrecht steht. Alsdann sind die 
Winkel, welche mit « beaeiebnet sind, einander gleich, weil ihre 
Schenkel paarweise senkrecht auf einander stehen (§ 5e). Man 
liest nun nach § 23e ab; a = AE = ^ÄB (§ 23e), woiiu 
der Beweis liegt. 

2) Der Periphei-iewinkel ist von zwei Sehnen AB und AC 
gebildet {Pig. 45). Der Winkel BAC erscheint als Differenz der 
Sehnentangenten winke! DAC und DAB. Nun hat man nach l): 
^I)AC'=^ÄC vaä ^DAB = ^AB. Durch Subtraktion 
ergiebt sich: -^ BAC = \BC. 

c) Der Sehnenwinbel hat halb so viel Grade, als die 
Summe der Bogen, die von ihm und seinem Scheitelwinkel 
eingeschlossen sind. 

Beweis. (Fig. 46.) « = (3 + y (§ IIb). Wenn man hier 
(3 = ^ CS und y=^\AI> einsetat, so ergiebt sich die Be- 
hauptung. 

d) Der SekanteBwinkel hat halb so viel Grade, als 
die Differenz der Bogen, die von seinen Schenkeln ein- 



Beweis. (Kg. 47.) ,3 = K + y (§ IIb), oder « = |3 — y. 
Wenn man hier j3 = -^ifU und y = \AG einsetzt, so ergiebt 
sich die Behauptung. 

Geometrischer Ort. — Anfgabeu. i 

a) Der geometrische Ort für die Spitzen aller Winkel 
von gegebener Gröfse, deren Schenkel durch A und B gehen, 
besteht aus zwei Kreisbogen, die ebenfalls durch diese Punkte 
gehen und sich für die Linie AB symmetrisch entsprechen. 

Beweis, y sei der gegebene Winkel (Fig. 48). So lange 
C sich auf dem Bogen AGB bewegt, bleibt der ,^^ ^^ 

Winkel AGB von derselben Gröfse (| 24b). 
Wenn aber C aus der Kreislinie heraustritt, so 
wird Winkel AGB grßfser oder kleiner, weil er 
als Sehnenwinkel oder Sekantenwinkel halb so gi'ofs 
ist, als die Summe oder Differena zweier 7 
deren einer immer der Bogen AB sein wird. 
Durch Umklappen um die Achse AB erhält i 
den andern Teil des geometrischen Ortes, 
Bogen AC'B. 

1)) Wird der Winkel y recht, so stellt der Bogen AGB 
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einen Halbkreis vor und die beiden zu AB symmetrischen 
Bogen machen einen ganzen Kreis aus (Ort für die Spitzen 
der recht winlili gen Dreiecke mit der Hypotenuse AB). 

Fig. 49. c) Aufgabe. Von einem Punkte A 

(Fig. 49) aufserhalb eines Kreises Tangeu- 
ten an den Kreis zu ziehen. 

Auflösung. Die Bertthrungspiinkte sind 
die Durehschiiittspunkte des gegebenen Kreises 
mit einem andern, der über AO als Durch- 
messer ei-iichtet ist. 

d) Aufgabe. Einen Kreis zu zeich- 
niio, welcher über einer Sehne (BD Fig. 49) einen gegebenen 
Winkel ß als Peripheriewiukel fafat, 

Auflösung. Trage den Winkel ß an den einen Endpunkt 
B der Setne an und konstruiere einen Kreis, welciier durck B 
und D geht und den Schenkel BA in B berührt. Um den 
Mittelpunkt dieses Kreises au finden, hat man die iu £ auf die 
Tangente BA errichtete Senkrechte mit der Mittels entrechten 
von BD in C zu schneiden (§ lad, 1 und 16b, l). 



Die besonderen Vielecke, 
i. Das gleichsohenklige Dreieck. 

h) Ein Dreieck, welches zwei gleiche Seiten hat (gloich- 
sehenkliges Dreieck) ist symmetrisch für eine Achse, mit 
welcher folgende Transveraalen zusammenfallen: 

1) Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze*). 

2) Die Mittel senkrechte der Grundlinie**}. 

3) Die durch die Spitze gezogene Höhe. 

4) Die durch die Spitze gezogene Mittellinie. 

Beweis. CD (Fig. 50) sei die Halhierungalinie des Winkels 
an der Spitze. Nach § 3a entsprechen sich die Sehenkel GA 
und CB für die Achse OB. Ebenso entsprechen sich nach 
§ 3a die Punkte A und B, welche von C gleichen Abstand 
haben, für die Achse CB. Nun ist l) CD als die Halbierungs- 

*) Spitze nennt ruan den gemeiiiBaineti Punkt der gleichen Seiten. 
**) Gnmdlinie heilst die der Spitze gegenüberliegende Seite. 
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linie des Wintels ACS gezogen; 2) ist CI) nach § 6a die 
Mittelsenkreehto von AB; 3) ist CD die ^.^_ ,^^ 

durch C gezogene Höhe, weil {nach 2) die -f 

"Winkel bei I> recht sind; 4) ist CD die 
durch die Spitze gezogene Mittellinie, weil 
(nach 2) D die Mitte von AB ist. 

Anmerkung. Die Dreiecke ADC und 
BDC entsprechen sich symmetrisch für die 
Achse CD, weil ihre Eckpunkte paarweise 
entsprechend sind (C irad D entsprechen sich selbst). Die Drei- 
ecke verwechseln ihre Lage durch das Umklappen. 

Ib) Wenn die 4 Transversalen ensaminenf allen, so kom- 
men einer jeden die Eigenschaften der übrigen zu; 

1) Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze halbiert 
die Grundlinie senkrecht. 

2) Die Mitteleenkrechte der Grundlinie geht durch die 
Spitze und halbiert den Winkel daselbst. 

3) Die aus der Spitze auf die Grundlinie gefällte Senk- 
rechte halbiert die Grundlinie und den Winkel an der 
Spitze. 

4) Die von der Spitze nach der Mitte der Grundlinie ge- 
zogene Gerade halbiert den Winke! an der Spitze und 
steht senkrecht auf der Grundhnie. 

Das symmetrische Vierseit (Deltoid). § 

a) Wenn ein Viereck zwei Paare gleicher Nachbarseiten 

hat (Deltoid)*), so ist es symmetrisch füi' eine Achse, mit 

welcher folgende Linien zusammenfallen: 

1) Die Halbierungslinien der Winkel, welche von gleichen 
Seiten eingeschlossen sind, 

2) Die Diagonale, welche die Scheitel dieser Winkel ver- 
bindet (Längen diagonale). 

3) Die Mittelsenkrechte der zweiten Diagonale (Quer- 
diagonale), 

Beweis. Die Querdiagonale AC, Fig. 51, bildet mit den 
Seiten des Deltolds zwei gleichschenklige Dreiecke, deren ge- 
meinsame Grundlinie sie ist. Die Mittels enkreohte von AO geht 
also durch die Spitzen S und D dieser Dreiecke (§ 26h, 2). 
Für diese Achse BD entsprechen die Ecken B imd D sich 
selbst, wShreMd Ä imd C einander zugeordnet sind (§ 6 b). 



*) Deltoid« mit erhabenen Winkeln sind nicht ausgescliloss 
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III. Abschnitt. 



Dater entsprechen sich auch die Seiten DA und I>C, SA and 
P^ g^ SC. l) Die Symmetrieachse föUt nach § 6 a 

„ mit den Halbierungslinien der Winkel bei S 

und J} zusammen. 2) Die Achse geht nach 
dem vorher Gesagten durch S und D, stellt 
also die LSngendiagonale vor, und ist 3) eben- 
falls nach dem Vorigen die Mittel senkrechte 
von ÄO. 

Anmerkung, Die Dreiecke ABD und 
CBB entsprechen sich, weil die Ecken A^ jß, B 
Ecken G, B, D des zweiten entsprechen. 

Konstruktion von Vierecken. 

Kg.M. a) JiC und BC seien 

C BL' jp' s' zwei Seiten eines Vierecks 

{CC eine Diagonale desselben). 
Man soll das Viereck kon- 
struieren, wenn nacheinander 
folgende Bedingungen gegeben 
sind: 





1) Je z^ 
BC\\ 

2) Je z^ 
m = 

3) Je zwei 



gegenüberliegende Seiten sollen parallel sein. 
B', BC WOB'. 
gegenüberliegende Seiten sollen gleich sein. 



gegenüberliegende Winkel sollen gleich sein. 
^ CBO' = OB'C\ ^ BGB = BC'B'. 

4) Zwei gegenüberliegende Seiten sollen gleich und parallel 
sein. BO ]| B'C und m = *k'. 

5) Die Diagonalen sollen einander halbieren. BA = AB', 
CA = AC. 

Auflösungen: 

1) Ziehe durch C die Parallele zu 
Parallele zu BC'. Man erhält nu 
den vierten Eckpunkt und dadurch 

2) Ziehe um C einen Kreis mit m und um C einen Itreis 
mit n Die Kreise haben zwar zwei gemeinsame Punkte; 
ah man darf n d n Ib n n denjenigen wählen, welcher 

ht m t 5 a f de elb n Se te von CC liegt. Man erhält 
1 I nf 11 n m e uz e Viereck. 

3) W 1 w tlh 1 g nde Winkel einander gleich 

n 1 1 t n w an 1 Iben Seite anliegende Winkel 
\ HEbltt d S mn all Winkel oder 180*». Dadurch 



und durch C die 
LS einzige Lage für 
ein einziges Viereck. 



y Google 



Die beaoHdereii Yielecke. 31 

kann man aus dem Winkel bei B die Winkel bei und C 
fiaden. Durch Antragen derselben erhalt man zwei Örter 
für ff und dadurch eine einzige Lage für diesen vierten 
Eckpunkt. — Man erhält nur ein Viereck. 

4) Ziehe durcli C die Parallele ?.u BC und trage auf ihr die 
Länge m ab. — Man erhält nur ein Viereck. 

5) Die Mitte A von CC mufs auch die Mitte der zweiten 
Diagonale sein. Der vierte Eckpunkt B' liegt also auf der 
Verlängerung von BÄ so, dafs AB' = AB. Man erhält 
nur ein Viereck. 

to) Erklärung. Ein Viereck, in welchem je 2 gegen- 
überliegende Seiten parallel sind (vergleiche die erste Kon- 
afcruktion) heilst ein Parallelogramm. 

c) Folgerung ans 1): Zwei Parallelogramme sind kon- 
graent, wenn sie in zwei Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen. 

Sätze über das Parallelogramm. § 29. 

Mau gebe dem fünften der in § 28 konstruierten Vierecks 
eine halbe Umdrehung um den Punkt A. Jeder Eckpunkt ver- 
tauscht dadurch seine Lage mit dem gegenüberliegenden. Dadurch 
vei-tauscht auch jede Seite ihre Lage mit der gegenüberliegenden 
Seite : 

Die gegenüberliegenden Seiten sind einander gleicli. 

Jede der Diagonalen deckt aber auch ihre eigene frühere 
Lage, södafe die Wechselwinkel (i und /t' sowie v und v' ihre 
Lagen vei-tauschen. Diese Wechselwinkel ii und ft' sowie v und v' 
sind gleich und: 

Die gegenüberliegenden Seiten sind parallel, 

Ferner folgt aus dem Bisherigen: 

Die Seiten BC und B'C sind gleich und parallel. 

Da die gegenüberliegenden Seiten ihre Lage vei-tauschen, so 
vertauschen auch die Viereckawinkel bei B und B sowie die- 
jenigen bei C und C ihre Lage: 

Die gegenüberliegenden Winkel sind gleich. 

Das fünfte Viereck erfüllt also die Bedingungen, welche für 
die Konstruktion der ider andern Vieiecke gegeben smd Da 
aber jedes dieser Vierecke nui in emem Exemplaie voihanden 
ist, so deckt das fünfte Viereck die vier andern 

Da die fünf Vierecke in § 2S emander decken, so kann 
man jedem derselben die Eigenschaften iIli andern zusJiiaben 
Daraus folgen die Sätze: 
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a) In jedem Parallelogramm sind die gegenüberliegenden 
Seiten und Winkel gleich; die Diagonalen halbieren einander. 
l») Bin Viereck ist ein Parallelogramm, wenn in ihm: 

1) Je zwei gegenüberliegende Seiten gleich aind. 

2) Zwei gegenüberliegende Seiten gleich und parallel sind. 

3) Je zwei gegenüberliegende Winkel gleich sind. 

4) Die Diagonalen einander halbieren. 

Das KesTiltat der halben Umdreliung des Vierecks läfst sich 
auch in dem Satze aussprechen: 

c) Das Parallelogramm ist symmetrisch für den Schnitt- 
punkt der Diagonalen, Jede durch A gezogene Gerade PF' 
teilt das Parallelogramm in zwei einander entsprechende 
Vierecke {bezüglich „Dreiecke"). Eine solche Gerade PP' 
wird im Punkte A halbiert und heifst ein Durchmesser des 
Parallele gramms. 

Die besonderen Parallelogramme. 





k) Wenn in einem Paral- 
lelogramm zwei Nachbarseiten 
gleich sind, so sind alle Seiten 
gleich und die Figur heifst 
Rhombus. Jede Diagonale ist 
eine Symmetrieachse der Figur; 
sie halbiert die Winkel, welche 
sie durchzieht, und halbiert 
auch die andere Diagonale 
senkrecht. In den Rhombus 
kann ein Kreis besehrieben 
werden. 

Beweise, a) Wenn der Winkel Ä (Fig. 53) recht ist, so 
beweist man mit mehrmabger Anwendung von § 8 d, dafs die 
anderen Winkel auch recht sind. Man verbinde eodaun die Mittel- 
punkte R und S von zwei Gegenseiten mit einander. Dann ist 
RS II OB nach § 29 b, 2, und BS wird als Mittelsenkrecbte der 



a) Wenn in einem Paral- 
lelogramm ein Winkel ein 
rechter ist, so sind es alle. 
Die Figtir heifst Rechteck. 
Das Rechteck hat zwei Sym- 
metrieachsen, von denen jede 
die Mittel senkrechte von zwei 
Gegenseiten ist. Die Diago- 
nalen sind gleich. Um das 
Rechteck kann ein Kreis be- 
schrieben werden. 
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Gegenseiten 7)0 und AB erkannt. Dann entsprechen sieh A und 
B, C uud J) für die Achse MS (§ 6 h), d. h. BS ist eine Sym- 
metrieachse des Eechtecke. Die Diagonalen AG und DB ent- 
sprechen sicli für diese Achse und sind deahalh gleich. Ebenso 
beweist man die analogen Behauptungen für die Achse TV. Die 
vier Strecken MA, MB, MC, MB sind als Hälften der gleichen 
Diagonalen auch gleich, und die vier Ecken liegen daher auf 
einem Kreise mit dem Mittelpunkte Jlf. 

«) Wenn die Seiten AB und BC des Parallelogramms 
{Kg. 54) dieselbe Länge a haben, so folgt aus § 29 a, dafs 
auch die übrigen Seiten diese Länge a haben. Der Bhombus 
kann aber auf doppelte Weise als Deltold (§ 27) betrachtet 
werden. Folglich halbiert nach § 27 a jede Diagonale die Winkel, 
die sie durchzieht, und jede Diagonale ist die Mittelsenkreehte 
der andern. Die aufeinander folgendeu Seitenabstände MF und 
MQ sind gleich, weil M auf der Halbierungslinie des Winkels 
ABC liegt (§ 20 k). Wenn je zwei aufeinander folgende Seiten- 
abstände gleich sind, so sind es alle, und M ist der Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher die 4 Seiten des Ehombns beiUhrt. 

b) Ein Viereck, Welches Reciiteek und Rhombus zugieicli 
ist, das heilst, welches lauter rechte Winkel und lauter gleiche 
Seiten bat, heifst Quadrat. Das Quadrat hat 4 Symmetrie- 
achsel]. Zwei derselben sind Diagonalen. Die übrigen ver- 
binden die Mitten der Gegenseiten. 

Sehnenviereck und Tangeiitenviereck. § 

Mg. 56. 




a) In einem Viereck, 
Ecken auf dem Kreise liegen 
(8 ebnen vier eck), ist die Summe 
Kweier Gegenwinkel 180". 



») In einem Viereck, dessen 
Seiten einen Kreis berühren 
( Tangeuten Viereck ) , ist die 
Summe je zweier Gegenseiten 
gleich grofs. 



Beweise, a) (l'ig. 56.) « = ^ ■ BOB; 
^^y = ^. SQO" = 180" (vgl. § 24 b). 



= ^ • DAB; 
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1>) Das Recliteck*) ist das 
einzige Parallelogramm, um 
welches man einer; Kreis be- 
schreiben kann. 



a) Die gleichen Tangenten ab schnitte (§ 16 c) in Fig. 57 

sind mit gleichen Buchstaben bezeichnet Man Heat ab, dafs die 
3 je zweier Gegenseiten x -\- 1/ -\- z -i- ti ist. 

ß) Der Rhombus ist das 

einzige Parallelogramm, in 

welches man einen Kreis be- 
schreiben kann. 

i Vielecke. 

Die folgenden Aufgaben sahea voraus, dafg man sieh den 
Vollwinkel oder die Kreislinie in n gleiche Teile geteilt denke 
(h eine ganze Zahl). Die Ausführung dieser Konstruktion mit 
Zirkel und Lineal ist jedoch nur in einzelnen Fällen möglich, 
z. B. für m = 6 und w ■^ 10 und die daraus durch Halbierung 
oder fortgesetzte Verdoppelung von n erhaltenea Zahlen. 

a) Wenn man in einem Kreise n Radien zieht, welche 
den Wiukelraum um den Mittelpunkt in n gleiche Teile 
teilen, so entstehen auf der Peripherie 
die Ecken eines Vielecks, welches 
lauter gleiche Seiten und Winkel hat 
(regelmäfsiges «-Eck, Fig. 58). 

Beweis. Maa lasse das Vieleck 




eine Drehung von — - um den Mittel- 
punkt beschreiben. Dann d|okt jeder 
Eadius den folgenden Eadius der Fig. 58, 
und daher fällt auch jedes Eck des Viel- 
Eck. Dabei deckt auch jede Seite die 
folgende, woraus die Gleichheit aller Seiten folgt. Ferner deckt 
jeder Winkel den folgenden, so dafs auch die Gleichheit aller 
Vieleekswinkel ei-kannt wird, 

b) Aufgabe. Über der Seite AS = s (Fig. 58) ein 
regelmäfsiges n-Eck zu zeichnen. 

Analyse. Die gemeinsame Gröfse aller Vieleekswinkel ist 
« = (w — 2) ■ 180" : n. Seien nun A und £ zwei Ecken des 
Vielecks (^ÄB = s), so ist ein Ort für die Lage des folgenden 
Eckpunktes der freie Sehenkel des in B angetragenen Winkels a. 
Ein zweiter Ort ist der mit s um S beschriebene Kreis. Man 
erhält also für den dritten Eckpunkt ö nur eine Lage und so fort, 

igleich als Rechteck und als Rhomhus 
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so dafs über der Seite AS = s laur ein einziges : 
M-Eok konstruiert werden kann. Die Konstruktion nach der 
Analyse ist leicht auszusprechen. Man erhält aher nach a) dieses 
einzig mögliehe «-Eck auch, indem man die in a) beschriebene 
Konstruktion in einem Kreise vornimmt, welcher über der Sehne s 
den Centriwiukel 360" : « fafst. 

Folgerung. Jedes regelmäXsige M-Bek kann in einen 
Kreis gezeichnet werden. 

c) Um imd in jedes regelmäfsige Vieleck lUfst sieh ein 
Kreis beschreiben. Die Mittelpunkte beider Kreise fallen in 
einen Punkt (Mittelpunkt des Vielecks). Durch diesen Punkt 
gehen die Mittelsenkrechten der Seiten und die Halbierungs- 
linien der Winkel. 

Nach der Polger img aus b) läfat sich jedes legelmäfsige 
Vieleck (m-Eck) in eineu Kreis zeichnen. Hiermit ist schon be- 
wiesen, dafs ein Kreis um das Vieleck beschrieben werden kann. 
In der Figur 58 deckt aber nach — Umdrehung jedes Dreieck 
wie AMS, BMG das folgende. Folglich decken sich auch die 
Höhen der aufeinander folgenden Dreiecke, d. h. alle Seiten des 
Vielecks haben vom Mittelpunkte denselben Abstand. Ein Kreis, 
der mit diesem Abstand als Eadius um M beschrieben ist, berührt 
alle Seiten des Vielecks, Nun gehen die Mittelsenkrechten der 
Seiten (Sehnen) nach § 20 a und die Halbierungslinien der Vielecks- 
winkel (Tangentenwinkel) nach § 20 k durch den Mittelpunkt. 

Anmerkung. Die Eadien des dem Vieleck umbeschriebenen 
und des einbeschriebenen Kreises beifsen der grofse und der 
kleine Radius des rogelmafsigen Vielecks. 

Der Kreis als Grenzfigur regelmäfsiger Vielecke. § 30. 

a) 1) Zu gleichen Sehnen gehören gleiche Centriwinkel 
und gleiche Abstände vom Mittelpunkt. 2) Wenn man eine 
Sehne AB um Ä so dreht, dafs der 
Winkel mit dem Radius AO wächst, *''^- ^^' 

so nimmt die Entfernung der Sehne 
vom Mittelpunkt zu. Die Sehne selbst 
und der Centriwinkel nehmen ab. Hat 
der Winkel GAB durch dieses Wachsen 
90** erreicht, so ist die Entfernung der 
Sehne vom Mittelpunkt dem Radius 
gleich und die Länge der Sehne ist 
Null geworden. 
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III. AbseLBitt. Die besonderen Vielecke. 



Beweise, l) Gleiche Sehnen siad entspreoliende Seiten in 
zwei Dreiecken, deren übrige Seiten als Eadien anoli entsprechend 
gleich sind. Diese Dreiecke sind nach § 19 a kongruent und 
daraus folgt nach § 18 f die Gleichheit der zugehörigen Centri- 
winkel. Bringt man die Centriwinkel durch Drehung um den 
Mittelpunkt zur Deckung, so decken sich auch die beiden Drei- 
ecke und ihre Höhen, welche eben die Entfernungen beider Sehnen 
sind. 2) Wenn der Winkel CAB durch Wachsea zum Winkel CAD 
wird, so nimmt sein Komplementwinkel ÄCF ab und wird zum 
Winkel ACQ. AP und GQ müssen sich notwendig schneiden. 
Dann ist ^ AQF gröfser als -^ AQC oder gröfser als 90". 
Polglich liegt ibm die gröfste Seite i3ee Dreiecks ÄPQ gegenüber 
und ^P> AQ (§ 12 a). Was von den halben Sehnen gilt, gilt 
aueh von den ganzen. — Ebenso folgt, dafs -^ QPO stumpf ist 
und OQ > GP. Wenn der Winkel CAB bis 90" gewachsen ist, 
so ist die Sehne AB in die Tangente des Pi.inktes A überge- 
gangen, die Entfernung derselben vom Mittelpunkt ist dem 
Eadins CA gleich und die Länge der Sehne AB ist Hüll ge- 
worden. 

h) Der Kreis ist die Grenzfigar, in welche ein regel- 
raäfsiges Vieleck übergeht, wenn 
seine Seitenzahl ins Unbegrenzte 
wächst. 

Die Aufsen Winkel des regel- 
mäfsigen «-Ecks haben die Grofse 
■ Jeder Vieleckswinkel ist daher 




wird 90' 



180"—^ md dei "V\mkd a 
(Fig. 60) welchen eine Vieleoks- 
seite m t lem d ich einen ihrer 
Endpunkte gehenden Eadiu 1 ildet, 
Wenn ich die Seitenzahl fort- 
während vergi-öfsert, so ndheit sich diesei Winkel 10" und die 
DjfferenK PP' (Fig. 60) zwischen dem kleinen und giofaen Eadius 
wird nach a) immer klemei Daduich kann das nmbeschnebene 
Vieleck (Fig. 60) dem Zu ammenfallen mit dem einbe sehn ebenen 
Vieleck und dem dazwisuhen hegenden Kicibp beliel ig nahe ^e 
brachi; werden. 
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IV. Abschnitt. 
Von der Fläche der Figuren. 

Fläelieit, welche bongrueat sind oder sich, aus kongruenten { 
Stücken zusammensetzen. 

a) KoDgruente Figuren, insbesondore Figuren, welche 
sieh für eine Achse oder em Centrum symmetrisch ent- 
sprechen, haben gleiclie Fläche. 

Beispiel. Die beiden Dreiecke, in welche ein rarallelogramm 
dm-ch eine Diagonale geteilt wird, haben gleiche PlSche, denn sie 
entsprechen sich symmetrisch für den Mittelpimkt des Parallelo- 
gramms. 

l>) Für Parallelogramme, deren Winkel entsprechend 
gleich sind, gelten folgende Sätze: 

1) Wenn die homologen Seiten h, h', h" gleich sind, so 
verhalten sich die Parallelogramme wie die Nachbar- 
Seiten a, a' , a". 

2) Wenn die homologen Seiten nicht gleich sind, so ver- 
halten sich die Parallelo- j,;g_ ^| 

gramme wie die Produkte , , ^^_^^ 

a .i, d . h', a" . b" zweier 1 

Nachbarseiten. */ '^ / *7 "' / ^" " " / 

Beweis. 1) Die Seiten b, I j j 

h', b" (Fig. 61) seien gleich. Als- ^' 's'- — ^"^ 

dann gehört zu jeder Seite «, d, a" 

ein bestimmtes Parallelogramm. Wenn die Seiten a und «' gloic-h 
sind, so sind es auch die zugehörigen Parallelogramme a und a 
(§ 28 c und 34 a). Wenn die Seite a" die Summe dor Seiten 
a und a' ist, so wird auch das zugehörige Parallelogramm « die 
Summe von a und a' sein. Demnach folgt aus § 60 die Proportion 

■i) Um a : a = a .b : a' .1)' zu beweisen (Fig. 62), nehme 
man das Parallelogramm a mit den Seiten a und b zu Hilfe. 
Dann hat man nach l) 



imd weil « sieh forthebt: — « — n"'" — ä'- 



/ = «.ö:a 
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38 IV. AbEctBitt. 

Berechnung der Fläclien von Recliteeken und Dreiecken. 

Diu Flächonzah! eiaer Figur (auch kurz Fläche genannt 
und mit o bezeichnet*) ist das Verhältnis der Fläche zur 
Flächeneinheit, oder diejenige Zahl, mit welcher man die 
Flächeneinheit vermehren muh, um die Fläche der Figur zu 
erhalten. Als Flächeneinheit nimmt man ein Quadrat, dessen 
Seite der Längeneinheit (Meter) gleich ist (Quadratmeter). 

a) Die Fläche eines Rechtecks ist gleich dem Produkte 
aus Gnmdlinie imd Höhe, lo^g.h**). 

b) Die Fläche eines Quadrats ist 
^^' ^^' gleich der zweiten Potenz einer Seite. 

c) Die Fläche eines Dreiecks ist 
die Hälfte des Produktes aus Grnnd- 

^ linie und Höhe, w = ^-k-' 

Beweise, a) Das Rechteck a in Fig. 63 und die Flächen- 
einheit e sind Parallelogramme von entsprechend gleicteu Winkeln, 
Daher ist 

a ^ a : s = g .Ji :1 . 1 oder a = if . Ji. 

b) Das Quadrat ist ein Eecliteck mit gleichen Seiten. Daher 
ist ta '^ g . g = g^. 

o) Wenn das Dreieck rechtwinklig ist, so ergäuze man es 
au einem Kechteck (Fig. 64), welches mit dem Dreieck gleiche 
Grandlinie g und die gleiche Höhe /; haben wird. Die Fläche 
des Rechtecks ist g . h. Da dasselbe aus zwei gleichen (§ 34 a) 
Dreiecken besteht, deren eines das gegebene ist, so ist die Fläche 

f. t, 
eines solchen Dreiecks - 



Q' 




*) Der griechische Buchstabe t» (Omega), der in der Stereometrie 
zur Bezeioliimiig der Oberfläolie gebrauclit ist, soU auch hier für die 
Bezeiohnnng der Plä&heiizahl ebener Figuren gebraucht werden, 

**) Genauer; die Flädenzahl ist gleich dem Produkte aua den 
LängeazaMen von Grundliaie und Höhe. 
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Von der Fläulie dur t'igui 



Ist das Dreieck nieKt rechtwinklig, so unter sclielde i 
Fälle TOn Fig. 65 und 66. 



Im ei'steQ Falle liat 
Im zweiten Falle 






,(£-;j)Ä_ 



■ ^ 



Anmeritiing. Dao Quadiatmetei wnd in (. 
(qdm), das letztere m Quadiiteentimetci (qcm) and ( 
Quadiatmillimeter (qmm) geteilt Es t,md diese Fläeliea Quadrate, 
dereu Seiten der Reihe mch 1 dm 1 cm, 1 mm beti-agen. Ans 
b) ergiebt sich, dafs die Lmteilui g'izahl dei Quadratmeters 100 
ist, das heilst: 

1 qm = 100 qdm = 10 000 qcm = 1 000 000 qmm. 

Forner ist 
1 Quadi-athektometer (Hektar = ha) = 100 Quadratdeliametei- 
(Ar = a) = 10 000 qm. 



Fiächea von Parallelograramen, 
Vielecken. 

a) Die Fläche eines Parallelogra 
Produkte aus Gruncninie und Höhe: ta 



Tangenten- s 3«, 



ms ist gleich dem 
= <7 . ft. 




b) Die Fläche eines Trapezes (Viereck mit nur zwei 
parallelen Seiten) ist gleich dem Produkte aus der Höhe und 
der Hälfte von der Summe der parallelen Seiten, ra = ^—^— • h. 

c) Die Fläche eines dem Kreise umbeschriebenen Vielecks 
ist gleich der Hälfte des Produktes aus dem Umring dos 
Vielecks und dem Radius des Ereises. a = -^ ■ 

Beweise, a) Das Parallelogramm (Kg, 67) ist das Doppelte 
eines Dreiecks von derselben Grundlinio nad Höhe (§ 34 a). Da 
die Flüche des Dreiecks ~- ist, so ist diejenige des Parallelo- 
gramms ff . 1i. 

h) Das Trapez (Fig. 68) beateht huh awei Dreiecken, welche 
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die FlBcheti — ~- iintl ' ,' liB.beH. Durch Addition ergisbt sich 

c) Die Fläche bestellt aus Dreiecken, welche je eine der 
Seiten s', s", d" . . . des Vielecks zur Grundlinie uad den Radius 
des Kreises zur Höhe haben. Mau addiere die Flächen dieser 
Dreiecke und setze / -|- s' -{- s"' . - ■ = «. 

Folgerangen aus § 35 und § 36 Verhältnisse von Flächen. 

a) Parallelogramme (Kechteclce, Dreiecke) von gleicher 
Gniüiiliiiie und Höhe haben gleiche Fläche. 

Parallelogramme (ßechteeko, Dreiecke) von gleicher Fläche 
und Grundlinie (Höhe) haben gleiche Höhe (Grundlinie).' 

Beweis. Wenn die Grundlinien und Höhen gleich sind, so 
sind es auch die Produkte, d. h. die Flächen. Wenn die Flächen 
und Grundlinien gleich sind, so sind es auch die Quotienten 
derselben, d. h. die Höhen. 

l)) 1) Rechtecke (Dreiecke, Parallelogramme) verhalten 
eich wie die Produkte von Grundlinie und Höhe. Bei glei- 
cher Höhe verhalten sie sich wie ihre Grundlinien und hei 
gleicher Grundlinie wie ihre Höhen. 

2) Parallelogramme (Dreiecke), welche einen Winkel 
entsprechend gleich haben, verhalten sieh wie die Seiten, 
welche diesen Winkel einschliefsen. 

Der Beweis zu 2) ergiebt sich fflr Parallelogramme au« 
§ 34b, 2, für Dreiecke aber aus der Bemerkung, daXs jedes 
Dreieck halb so grofs ist als ein Parallelogramm, welches mit 
ihm jenen Winkel und die einschlief senden Seiten gemeinsam hat. 

i. Der Pythagoreische Lehrsatz. — Aufgaben. 

a) Wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck die 
Hypotenuse durch die Höhe teilt, so ist das Quadrat über 
einer Kathete gleich dem Rechteck über der Hypotenuse und 
dem anliegenden Abschnitt derselben. 

Oi) In jedem rechtv^inkligen Dreieck ist das Quadrat 
über der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate über 
den beiden Katheten (Pythagoreischer Lehrsatz). 

Beweise, a) Das Dreieck G-AB (Fig. 70) Mit durch eine 
Viertelsdrehung um A mit dem Dreieck GAJ zusammen, hat 
also mit ihm dieselbe Fläche. Nim ist aber A G-AB die 
Hälfte von Keohteck GABH (§ 35 a und c) and A GAJ 
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Von ÜBi- Fläche der Pigurep. 41 

. dem Quadrate AJEB. Folglich hat auch 



3 jenes Bechteck. 




ist die Hälfte 

dieses Quadrat dieselbe Fläche 

a) Der Beweis ergiebt sich 
aus a), indem man die Siimme 
der Quadrate BÄJK und 
BLMO in Fig. 70 der Summe 
der Eechtecke ÄSIIG und 
CBIIF gleichsetzt, welche zu- 
sammen das Quadrat ÄCFG 
bilden. 

1)) Zusatz, lu jedem 
rechtwinkligen Dreieck ist 
das Quadrat über einer Ka- 
thete gleich der Differenz der 
Quadrate über derHypotenuso 
und der andern Kathete. 

c) Aufgabe. Ein Recht- 
eck in ein Quadrat zu ver- 
wandeht. 

Y) Aufgabö. Ein Quadrat zu konstruieren, welches die 
Summe (Differenz) zweier gegebenen Quadrate ist. 

Auflösung, c) (Fig. 70,) ABHG- sei das gegebene Rechteck. 
Man verlängere die kürzere Seite AD, bis sie AG- gleich wird 
(AG = AG), und besclireibe über AC als Durchmesser einen 
Halbkreis. Die Verlängerung der Seite BH schneidet denselben 
in einem Punkte B, und AB ist die Seite des gesuchten Quadrats 
(Satz a). 

y) Wenn das gesuchte Quadrat die Summe der gegebenen 
sein soll, so konstruiere man ein rechtwinkliges Dreieck, in 
welchem die Seiten der gegebenen Quadrate Katheten sind. Die 
Hypotenuse dieses Dreiecks ist die Seite des gesuchten Quadrats. 
Soll das gesuchte Quadrat die Differenz der gegebenen sein, 
so ist die Seite desselben Kathete in einem rechtwinkligen 
Dreieck, in welchem die Hypotenuse und die andere Kathete 
den Seiten der gegebenen Quadrate gleich sind. 

Die Quadrate der Seiten schiefwinkliger Dreiecke. § 

a) Das Quadrat einer Dreiecksseite, welche einem spitzen 
(stumpfen) Winkel gegenüber liegt, wird erhalten, indem 
man die Siimme der Quadrate der beiden andern Seiten ret- 
mindert (vermehrt) um das doppelte Rechteck aus der einen 
dieser Seiten und der Projektion der andern auf dieselbe. 
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Boweis. Aus Dreieck CÜD hat maa nach § SSk u. 35b 

a' = h' + (c + qf.^) 
Hierin ersetzt man 7*^ diirck den aus Dreieck CDÄ ge- 
nommenen Wert H^ — 3^. 



V. Abschnitt. 
Ähnliche Pimttreihen. 
Soinitt eines Winkels mit Parallelen, 
a) Weuu man auf einem Winkelschenkel gleiche Stücke 
abträgt wad dnreh die Teilpunkte Parallelen zieht, so ent- 
stehen auf dem andern Schenkel auch gleiche Abschnitte. 

Beweis. In Fig. 73 sei AS = SC 

== CD . . . imd die Geraden a, h, c, ä seien 

parallel Mau verschiebe die ganze Figur 

längs der Geraden AN um die Strecke AB. 

Dann ftllt jeder dei Punkte Ä, B, C ... 

auf den folgenden, jede der Geraden a,l>,c... 

auf die folgende (§ 8d), und die Gerade 

AM kommt m die zn AM parallele Lage 

SO. Die Stieckeu m, n, o .. . auf AM 

kommen in die neuen Lagen m, n, o . . . . 

s,\iiSO, und man lia'it ans den entstandenen 

Parallelogiammen scfort ab: 

»J = M, I' = 0, = ji , . . 

«) Wenn man auf einem Winkelschenkel die Länge x 

und auf dem andern die Länge «/ mehrmals abti'ägt, ao sind 

die durch entsprechende Teilpunkte bestimmten Linien parallel. 




") Das obere Zoiolien gilt für Fig. 71, das untere für Fig. 72. 
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ÄinlichQ Pucktrcihei 



43 




Beweie. InMg. li sei AB^BG... 
= x, AB' = li'C . . . ==p «/. Man aielie 
BB" und ziehe auch durch C, D . . . Paral- 
lelen zu BB'. Die dui-eh G gezogene 
Parallele miits auf dem andern Schenkel ein 
Stück von der Länge ^ mit dem Anfangs- 
punkt B' abschneiden und daher diiroh C '^'^~^i~(f^~~ip~^ 
gehen. CC ist also mit BB" parallel, u. s.w. 

b) Zieht man durch die Mitte einer Dreiecksseite eine Paral- 
lele mit einer andern, so wird die dritte Seite ebenfalls halbiert. 

Die Behauptung folgt unmittelbar aus Sata a). 

ß) Diejenige Strecke, welche die Mittelpunkte zweier 
Dreiecksseiten verbindet, ist mit der dritten Seite parallel 
und halb so grofs wie diese. 

Die erste Behauptung folgt unmittelbar ^^^' '"■ 

ausSatzß). Um zuzeigen, dafs 2)E = |- A5, " 

ziehe man EG |] CA. Dann ist GA = GB 
= ^AB (Satz b). Aus dem Parallelogramm 
A&ED folgt mm DE = AG = \AB. 

e) Aufgabe. Eine Strecke in n gleiche Z /__ 

Teile zu teilen. A ß ji 

Auflösung, Um die Strecke AD in Fig. 74 m w (in der 
Figur w = 3) gleiche Teile zu teilen, ziehe man durch einen 
Endpunkt A eine Gerade AM und trage eine beliebige LSnge 
y «mal ab. Den letzten TeUpunkt D' verbinde man mit D 
und ziehe durch die ftbrigen Teilpunkte Pavalleleu zu D' D, 
welche AB in n gleiche Teile teilen (Satz a). 

ÄLnliclie Punktreihen auf konvergenten Trägern. g 

a) Wenn 2 konvergente Gerade von parallelen Linien 

geschnitten werden, so verhalten sich 2 Strecken der einen 

Geraden wie die entsprechenden 

Strecken der andern. 

Beweis. In Fig. 76 ist durch 

die Parallelen zu jedem Punkte A,B .,. 

der Geraden a ein Punkt A!, B' dar 

Geraden a zugeordnet. Wenn zwei 

Strecken auf a einander gleich sind, 

so sind nach | 40a auch die ent- 
sprechenden Strecken 




eBO-^OD z 



Inf a' gleich. Ferner entspricht der 
r Strecken auf a die Summe B'C -\- CD' 
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der homologen Strecken auf d. Daraus folgt nach § ( 
zwei heliebigG Strecken von a sich wie die enta 
Strecken von «' verhalten. 

Zusatz. Zwei Punktreilien heifseii ähnlich, wenn ihre 
Punkte einander paarweise so entsprechen, dafs 2 Strecken 
der einen Reihe sich verhalten, wie die 
Sta'Gcken der andern. Die Punktreihen auf den koc 
Geraden in a sind also ähnlich. Der Schnittpunkt der beiden 
Träger entspricht sich selbst. 

Äamerkuug. Von älinlichen Pumktreihen kann man auch 
sagen: Die Strecken h, c, ä . . . der einen Reihe sind das ntfache 
■von den entpreehenden Strecken h', c , &' . . . der andern Eeihe, 
denn die Proportion li : c : d' = h : c: d wird ersetat durch 
&' = ?!».&, c ="m .c . . . (§ 59). 

ö) TJmkehrung von a): Wenn die von dem Schnitt- 
punkte S ausgehenden Abschnitte auf der einen Geraden sich 
wie die entsprechend en Abschnitte der andern verhalten, so 
sind die Verbindungslinien entsprechender Endpunkte (Pro- 
jektionsstrahlen) parallel. 

Beweis. In Fig. 76 sei 

SS : SO = SS' : SC. l) 

Man ziehe durch C eine Parallele zu SS' und beweise, dafs 
ihr Schnittpunkt M mit der Geraden d tein anderer als der 
Punkt C ist. In der That hat man nach § 4t a) 

SS : SC =^ SB' : SM. 2) 

Aus l) und 2} schliefst man 

SS' : SG' = SS' : SM oder SO' = SM. 

Zusatz: Die Puaktreihen in b) sind ähnlich (nach § 41a 
und Zusatz). 

c) Parallele Strecken, welche in einen Winkel eingelegt 
sind, verhalten sich wie die Abstände ihrer Endpunkte (auf 
demselben Winkel Schenkel) vom Scheitel. 

Beweis. Man verschiebe das Dreieck 

Flg. 77. ^pp- j^gg ^^^. Qgj.^5gjj ßQ^ j,jg (, in ^jg 

Lage S oder S kommt. Dann ist die 
neue Lage ©ß' von SC mit der alten 
parallel (§ 8 c). Man hat nach Satz a) 
5'.B: gr== SB : ©©, oder nacli Ein- 
setzung S'S : CG = SS : SO. 

Anmerkung, Beaeictuung der 
Länge und Kiehtung von Strecken. 
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Älinliohe Puukti'cihen. 45 

Um für Strecken auf derselben Geraden oder auf parallelen Ge- 
raden die Beziehung zwischen ihren Längen und diejenige zwischen 
ihren Richtungen durch dasselbe Zeichen auszudrücken, Tcrföhrt 
man folgen dermai'sen. 

Die zwei entgegengeäetateu Richtungen einer Geraden werden 
als positive und negative Richtung unterschieden. Es ist der 
Wahl üherlaasea, welche Richtung man als die positive an- 
sehen will, nur müssen, wenn parallele Geraden in der Figur 
vorhanden sind, die positiven Riehtungen derselben ilberein- 
atimmen. Die Längenzahl einer Strecke erhalt nun das positive 
oder negative Vorsieiehen, je nachdem die Richtung von ihrem 
Anfangspunkte nach dem Endpunkte mit der positiven oder ne- 
gativen Richtung der Geraden übereinstimmt, «nd die so definierte 
algebraische Gröfse wird bezeichnet, indem man den Buchstaben 
des Endpunktes hinter denjenigen des Anfangspunktes sehreibt 
und dieses Symbol mit einer Klammer umgiebt. Wenn in Fig. 78 
der Pfei! die positive Richtung bezeichnet und CA als Längen- 
einheit angesehen wird, so ist (CA) = -|- 1, (_A.£) == -|- 3, 
(BÄ) = — 3, (A£) = — (BA). 



Der Quotient (das Verhältnis) und das Produkt zweier 
Strecken werden nach den Regeln der Algebra gebildet, so dafs 
dieselben positiv oder negativ werden, je nachdem die beiden 
Strecken gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. So ist 
z. B. das Verhältnis (OÄ : OB), welches das Abstand s Verhältnis 
des Punktes C von den Punkten A und B heifst, positiv in 
Fig. 78, nämlich (CA) : (OB) = + 1 ; 4 und negativ in Mg. 79, 
nämlich (CA) : {CB) = — 3:1. 

Kimmt man jedoch auf die Richtung der Strecken keine 
Rücksicht, so bezeichnet man die Strecken durch die Buchstaben 
der beiden Endpunkte in beliebiger Ordnung und ohne Klammer. 
Diejenigen Zahlen, welche die Länge von Strecken, ihr Verhältnis 
oder Produkt ausdrücken, erhalten kein Vorzeichen, sondern sind 
als absolute Zahlen zu betrachten. 

Mit Beziehung auf die Richtung der Strecken würde man 
für die ähnlichen Punktreihen in Fig. 76 schreiben: 
{SB) : (SC) = (8B^ : (SC) und (B'B) : (C'C) = (SB) : (SC). 

Angaben. g lä. 

a) Satz und Aufgabe. Zwei ähnliche Punktreiheu sind 
durch zwei Paare entsprechender Punkte bestimmt. Man soll 
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46 V. Abschnitt, 

ZU jedem weitern Punkte der emen Reihe den entsprechenden 
Punkt der andern finden. 

Anflösimg. Man vereine zwei der als entsprechend an- 
gegeheuen Punkte in S (Fig. 76). Mit der Verbindungslinie BB' 
der übrigen gegebenen Punkte müssen die Pj-ojektionsstrahlen 
parallel sein (§ 41b). Der zu gehörige Punkt G' wird also 
, indem durch C eine Parallele zu BB' gezogen wird, 
gu ti) Aufgabe. Zu drei Strecken a, h, c 

die vierte Proportionalo x zu finden, das 
heifst die Proportion a:h = c: x zu erfuilen. 
Die Auflösung ist durch die Figur 80 ver- 
sinnlicht. Durch den Endpunkt von ö ist eine 
Parallele zu der Strecke gezogen, welche die 
■^ Endpunkte von a und c verbindet. Zum Be- 

weise wende § 41 a) an, 

c) Die Strecke AB (Pig- 81) oder ilire Verlängerung 
nach, einem gegebenen Verhältnis r : s zu teilen, d. h. einen 
Punkt P auf dem Träger von AB zu finden, so dafs 
PA:PB = r:s. 



^r"^: ie:^/ 



Auflösung Man tia„e ^on A und B aus auf zwei 
Parallelen die Langen » und ' nach entgegengesetzter (gleicher) 
Richtung ab und verbinde die Endpunkte F und B (G und S). 
Diese Verbindung shme sclineidpt den Ti igei vm AB in einem 
Punkte C (p), welchei die btrecka AB luneihalb (aufserbalb) 
nach dem Veihdltms r S teilt /um Beweise benutze man 
§ 41 c). 

y) Aufgabe. Die Punkte C und B (Fig. 81) bilden, 
wie man sagt, mit A und B vier harmonische*) Punkte. (AB 
ist in C und D harmonisch geteilt.) Wenn ein beliebiger 
Punkt C auf dem Träger von AB gegeben ist, so soll mau 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt bestimmen. 

Auflösung. Ziehe durch A und B zwei Parallelen rmd 
schneide dieselben mit einer durch C gezogenen Geraden in F 

*) Siehe die Übungen § 7, Üb. 7. 
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Ähnliche PvmMreihen. 47 

und H Mache AG j,loich und eiii5e^eiige=!et/t geiicMet mit 
ÄF, so bestimmt die CTei<ide QU den ^eBiicliten Punkt 

d) Lehisatz "VXenn die Strecke AS duich die Punkte 
C und J) harmonisch ^i teilt wiid, «o wiid luch die Stiecke 
CD duith die Punkte 4 und B haimoniseh geteilt 

Beweis Man leite /im'icli&t, ohne auf das Voi^eicl en 
der Stiecken Etlcksn,lit zu nehmen, a\i ilei Pioicitnn CA CB 
= DA DB, welche dti 
VorLius=etzung nach gilt. ^ 

durch 'V ertauschung der - ^ 9 ^ ^ 

mittleren Glieder ^C : ^D 

= BG : BD ab, woraus die Bchiujt Dg mt Be Ick bt^ ng 

der gegenseitigen Lage der P nkte b eigelt 

Anmerkung zu c). Un e nz eben Ma C ni D de 
einzigen Lagen des in Aufgal t> c) gesuchten P u tte« P n d 
denke man sich das Verhältnis i erinde 1 h und tolge nach 

stehender Betrachtung (Jig. 81) 

Macht man G-A = AF = BH o fMlt de P nkt f 
die Mitte M zwischen A und P (J ^^ 82), der z geo 1 ete V kt 
D hingegen fällt wegen des Parallelismu& ^on AB und GH 
(Fig. 82) in unendliche Perne, LaJst man die Strecken AF '= 
AG bis zum Znsammenfallen der Punkte F und G mit A ab- 
nehmen, während BH seine Länge beibehält, i=o luckt Punkt G 
aus der Mitte M gegen A und Punkt D aus unendliohei Peine 
von links her ebenfalls gegen A, bis beide m A yuiimmen- 
treffen. Gleichzeitig hat das Verhältnis PA : PB ^ r : s tou 
1 bis stetig abgenommen. Behält maji aber die Länge von 
AF'^AG bei, während man BH bis zum Zusammenfallen 
der Punkte B und H abnehmen läfst, so wandert C von M 
gegen li, und D rückt von rechts her aus unendlicher Ferne 
gegen -B, um zugleich mit C daselbst anzukommen. Dabei wächst 
der Wert des Verhältnisses PA : PB ^ r : s von 1 ans bis 
aber jede angebbare Zahl, Man siebt hieraus, dafs das Ver- 
hältnis PA : PB nur zweimal einen gegebenen Wert annehmen 
kann. Man sieht hieraus ferner: in A wie in £ fallen je zwei 
zugeordnete Punkte in emem einzigen zusammen. Wenn zwei 
Punkte G und D sich so bewegen, dafs sie jederzeit die Strecke 
AB harmonisch teilen, so bewegen sie sieb in entgegengesetzter 
Eiebtung. Zwei zugeordnete Punkte liegen auf der gleichen 
Seite des Mittelpunktes von AB. Strecken, welche zugeordnete 
Punkte verbinden, schlieCsen sich aus, oder die kleinere liegt 
innerhalb der gröfaeren. Kreise, welche man über soleben Strecken 
als Durchmessern zieht, können sich nie schneiden. 



y Google 




48 V. Al)schDitt, 

:. Ähnliche Punktreihen auf parallelen Trägern. 

a) Parallele Gerade werden von den Strahlen eines 
Hti'ahlbüschels in ähnlicliea Punktreihen geschnitten. Die 
entsprechenden Strecken derselben sind gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet, je nachdem der Mittelpunkt dea Büschels 
aufserhalb oder innerhalb des Streifens gelegen ist. 

Fig 84 Beweis. Die Verhaituisae 

S SA : SA\ 8S : SS', SC : SC... 

(Pig. 84) sind nach § 41 a gleich. 
Jedes derVei'hJÜtnisae J,£ : A'B', 

AO:A'C', BC:B'C' ist 

aber durch eines jener andern Ver- 
hSltniese auszudrücken (§ 41 e). 
(x.) Wenn die Träger 
_ zweier ähnlichen Pnnktreihen 
parallel laufen, so sind alle 
Projektionsstrahlen Strahlen eines Büschels. Der Scheitel 
desselben teilt die Projektionsstrahlen aufserhalb oder inner- 
halb nach dem Verhältnis entsprechender Strecken. 

Beweis. Die beiden Projektions strahlen AA' und BB' 
mögen sich in 8 schneiden. Man zeige, dafa SC die Gerade a 
in keinem andern Punkte, als im entsprechenden Punkte C 
schneidet. In der That, wenn der Schnitt von SC und a mit 
P beaeicknet wird, so ist AB : BC = A'B' : B'C (nach Voraus- 
setzung) und AB:BC = A'B':B'P (nach §43a). Daraus 
folgt A'B' : B'C = A'B' : B'P, oder B'C = B'P. — Die Punkte 
C und P fallen zueammen. 

Anwendungen, 

a) In jedem Trapez liegen die Mittelpunkte paralleler 
Seiten, der Schnittpunkt der konvergenten Seiten und der 
Schnittpunkt der Diagonalen auf einer Geraden. Der Abstand der 
j,i(,_ 85^ beiden ersten Punkte wird durch die 

andern harmonisch geteilt. 

Beweis, Nennt mau die Hälften 
der parallelen Seiten r und s, so sieht 
man aus Aufgabe c) m § 42, dafa jede 
Diagonale die Strecke MN innen nach 
demVerhältnia »■;£ teilt, während jede der 
schiefenSeiten dasselbe aufaenthut. Hier- 
durch sind alle Behauptungen erwiesen, 
b) Die Geraden aus den Mitten 
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der Dreiecks Seiten nach den gegenüberliegenden Ecken (die 
Sciiwerpunktstransversalen) schtieiilen sieh in einem Punkte 
(Schwerpunkt) und teilen einander nach dem Verhältnis 1 : 2. 
Beweis. Die Gerade I>0 (Fig. 85), welche die Mittelpunkte 
zweier Dreiecks Seiten verbindet, tat mit A£ parallel und schneidet 
also ein Trapez ah. Die Mittellinien AC und BD schneiden 
aich als Diagonalen des Trapezes auf der Geraden, welche durch 
die Mitten von ÄS und X)C, sowie durch geht (Satz a), und 
demnach nichts anderes als die dritte Mittelhnie des Dreiecks ist. 
Nun verhält sich nach § il<s FC : PA == CD : AS = 1 : 2. 

Die Halbierungslinieii der Dreieekawinkel. § 

a) Die Halbierungslinien eines Dreieckswinkels und seines 
Nebenwinkels teilen die gegenüberliegende Seite innen und 
aufsen nach dem Verhältnis der anliegenden Seiten. 

Beweis. (Pig. 86.) a) Wenn die Winkel ACD und DOS 
einander gleich sind, so beweise man (§ 8, d, § 12j3), dafs die 
durch A mit CD gezogene Parallele AH ein gleichschenkliges 
Dreieck AHO absehneidet. Der Parallelismus von AH und DC 



liefert die Proportion DA : DB = CH: OB (§ 41a), woraus man 
durch EiHsetsen von CA fax CH erhält: DA : DB = CA : CB. 
Wenn andererseits die Winkel ACfr und GCH gleich sind, so 
ziehe man AK mit G-C parallel und verfahre ganz wie im 
Vorigen, um &A : GB ^ CA : CB zu erhalten. Aus diesen 
beiden Proportionen folgt die Behauptung, Da die Halliierimgs- 
linien der Winkel ACD und ACH die einzigen Geraden durch 
C sind, welche AB innen und anfsen nach dem Verhältnis 
CA : CB teilen (Anmerk. zu § 42), so kann der Satz a) auch 
umgekehrt werden; 

CG) Diejenigen Geraden, welche durch die Spitze eines 
Dreiecks gehen und die gegenüberliegende Seite innen und 
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aufsen nach <Iem Verhältnis der andern Seiten teilen, sind 
die Halbierungshuien des Winkels an der Spitze und seines 
Nebenwinkels. 
!. ABwendnngeii. 

a) Der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfer- 
nungen Yon zwei festen Punkten Ä und £ ein gegebenes 
Verhältnis bilden, ist ein Kreis, weicher AB nach demselben 
Verhältais harmonisch teilt und die Strecke zwischen den 
Schnittpunkten zum Durchmesser hat. 

Beweis. 1) Wean (Pig, 86) CA : OB = J)A:DB = 
GA : (?-B, so stehen CD and CG- als Halbierungslinien zweier 
Nebenwinkel (§ 45 a) senkreoM auf einander. Hieraus folgt naob 
§ 25 b, dafs C auf einem Kreise liegt, welcher die Strecke GS 
zum Durchmeaaer hat. 

2) Wenn JDA:DS= G-A: GB und C ein beliebiger Punkt 
des Kreises über dem Durcbmesser DG ist, so mufs auch das 
Verhältnis CA : CB dem gemeinsamen Wert der Verhältnisse 
DA : DB und GA : GB gleich sein. Hätte nämlich CA : CB 
einen andern Wert, so würde C nach l) noch auf einem /weiten 
Kreise liegen, weicher AB nacli diesem andern Verhältnis innen 
und aufsen teilt, was unmöglich ist, da nach § 42 Anmerkung 
diejenigen Kreise sich nicht sehneiden, wekhe die Abstände zu- 
geordneter harmonischer Punkte zu Duichmessern haben. Aus 
l) und 2) folgt die Behauptung. 

ff) Der geometrische Ort aller Punkte, von welchen aus 
zwei Strecken AD und DB {Figur 86) unier gleichen Win- 
keln gesehen werden, ist ein Kreis, welcher AJB in D und G- 
harmonisch teilt und die Strecke DG zum Durchmesser hat. 

Der Beweis ergiebt sich aus § 45 und 46 a. 

H)) Aufgabe. Auf einer Geraden sind 3 Strecken AD, 
BG und CB gegeben. Man soll einen Punkt finden, von 
welchem aus diese Strecken unter gleichen Winkeln gesehen 
werden. 

Auflösung. Man konstruiere den geometrischen Ort o) 
zweimal fiir die Strecken AB, BC und BC, OD. Wenn die 
beiden Kreise sieh sehneiden, so erhält man zwei Punkte der 
gesuchten Art, deren Abstand von AD senkrecht halbiert wird. 

c) Ein Punkt C (Fig. 87) aufaerhalb des Kreises nnd 
die zugehörige Berührungasehne teilen den durch C gezogenen 
Durchmesser harmonisch. 
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Beweis. (Kg. 87.) Wenn CO 
uad OP Tangenten und AB der 
durch C gezogene Durchmesser ist, 
so sind die Bogen AO und AP nnd 
deshalb auch die Winkel COA und 
DOA einander gleich. Die Schenkel 
OA und OB des rechten Winkels 
AOB halbieren also in dem Dreieck 
COD den Winkel bei und seinen 
Nebenwinkel, worau3(§ 45a) J,G:J.7> 
= BC:BD und (§ 42d) CA: OB 




"VI. Abschnitt. 
ÄtLoliohkeit der Figuren. 
Ahiliohe Figuiei § 

Def n t un 

a) Zwe P guren (deien Punl te sei jaaneise ent- 
si.recbe ) I e faen ähnlich wenn man s e so n e ne i Stvahlen- 
bus, 1 el le^^en kann lafs je z vei ent p ecl ende Punkte auf 
lemselben Strahle 1 e^en (p apekt v sei e Lage) und die 
Ahstande aolcl ei P kte vom '^che tel n e ne n testen Ver- 
i dltu s e stel en 

sen ol je 3 e fep eclieale Punkte 
le aut 1 seil en Se te des Scheitels 
mm H^ kann jedoch w e d e Anmer- 
r e eben lea Ve hältn sse? ausgedrückt 
se ) Im e sten Falle 1 e Ist de Puakt S mne e Ahnlichkeits- 
j nkt n zwe te F lle h ilst e Ji f e e ihnl hkeit'ipunkt 
de be den P g en Jede ''t il 1 des B sohols 5 he f t ein Ahn- 
Ichket tiabl Vescbelt nan deF^ en ?r> lal nicht mehr 
je zwe t [ ecbende P nkte luf dem all en Str 1 le e nes Büschels 
1 ege 30 hat man e ne sei e£e Lage de hnhchen Figuien 
e hilten 

Anne k ng \^enn man i f 1 e Vorze ol en 1er Strecken 
ml ihre "Velältn e Eucks cht n mmt ao w d de Ähnlioh- 
ke tat litt eil nnere ae n obalt de gerne nane Wert der 
■\ erhaltn äse 6-4 S 4. SB SB negat v st(Fg 88 u. 90). 

Di^egen &t de Ahiil hke t i nkt e ä i e er enn der Wert 
jenei Veihältn &se postv t (,Fg 8^ Jl) Ist nsbesondere 



Dabe n f s a ^00 
a f Vöräch e leneu be te 
S 1 e en boUen (d ese I 
k ng e 1 la t d ch das 
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VI. Abschrntt. 



der Wert jener Verhältnisse SÄ : SÄ', SB : SB' . . . der posi- 
tiven EiuLeit gleicit, so geitt die Äimliclikeit in Kongrnena über. 
Ist jener Wert der negativen Einheit gleich, so erhält man als 
besondeni Fall der ähnlichen Figuren in perspektivischer Lage 
die centrische Symmetrie. 

b) Zusatz zu a). Die zweite Bedingung der Definitioü 
für 2 entsprecKemäe Punkte eines Strahles kann man auch 
so aussprechen: Die Abstände vom Alinlichkeitspunkt bis 
zu den Punkten der einen Figur sind das m fache der ent- 
sprechenden Abstände für die andere Figur. 

Beweis, Die Proportionen SÄ' : SA '^ SB' : SB ^ SC: 
SC . . . werden durch die Gleichungen SA' =' m . SA, SB' = 
m . SB, SC = «J ■. SG . . . ersetzt, wo m den gemeinsEimen Weit 
jener Verhältnisse bezeichnet (§ 59). 

c) Beispiele. 1) Die konceutrischen Kreisbogen in 
Fig. 88 oder Fig. 89 sind ähnliche Figuren. 2) Die pai-allelen 
Strecken AC und A'C in Fig. 90 oder Fig. 91 sind ähnliche 
Figuren. 




1} Je ?wei (entspieehende) Kie birnnkte liegen a it einem 
Strahle des Bli chels S Ihie Abstände von S stehen m dem 
selben Verhältnis, namlich in dem Veihd,Itnis dei Badien 

2) Je zwei fentapieehende) Punkte hegen auf einem Sti'ihli 
des Büschels b Ihie Ab&tanle vom Scheitel stehrn m demselben 
Verhältnis, denn nich | 41i h^t man SÄ SÄ^SB SB 
= SC : SC 

A) Wenn dei Ahnhchkeitapunlst und zwei entsprechende 
Punkte einet 4.hiilichkeit'i<!trahle=! ^e^efeen ^ind , so kann 
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man zu jedem Punkte, der ala Punkt der einen Figur an- 
genommeii wird, den entsprechenden Punkt der andern Figur 
angeben. Die Anzahl der Paare entsprechender Punkte in 
beiden Figuren iat aiso unbegrenzt. Der Ahnlichkeitspunkt 
ist der einzige sich selbst entsprechende Punkt beider Figuren. 

S (Fig. 92) sei der Ahnlichkeitspunkt und ÄÄ' zwei ent- 
sprechende Punkte eines Ähnlich keits Strahles. Um zn B den 
Iiomologen Purdtt B' zu finden, hat man 
zu bedenken: l) B' mufs auf dem Strahle '^' 

SB liegen, 2) Wenn SA' : SÄ mit m be- 
zeichnet wild, so iat auch SB'-.SB ^ m, 
odei SB' ^ m . SB. Man iennt also 
die Stiecke SB' (für die Kichtung siehe 
da,8 zui Definition a Bemerkte) und , 
kommt duich Auftragen derselben zum 

Punkte B Soll der zu 8 gehörige Punkt gesucht werden, so 
bedenke man, dafa der Abataad des Punktes S Yom Scheitel 
Null ist Dei Abstand des entsprechenden Punktes vom Scheitel 
muls da^ «i lache hiervon, also ebenfalls Null sein. Wenn 
aufseidem noch ein Punkt beider Figuren sich selbst entspräche, 
venu B 4 und 4 sammonfielen so e =1 nlde 

Ig en nuf te zuaammenfaJJe 

Anme ku g Wenn man n A „e 1 at dals de Anzahl 
de P 1 e eutsp e hende P nkte nl e^ enzt st s b], cht mal 
a h vohl von filnl hen Systeme *) As is w 1 1 e vo 
gehen dafe n in a ch z lede C e a lea le Fbe e als e nem. 
St hie des r ten Sj tems e o e t i eche de t -il 1 le 
zwe ten ystems 1 e t amen kann 

Eigensoliafteii ähnlicher Piguien. § 48. 

a) Wenn beliebig viele 1 «) Wenn beliebig viele 

Punkte der einen Figur in Strahlen der einen Figur durch 

einer Geraden a liegen, so einen Punkt il gehen, so gehen 

liegen die entsprechenden ] die entsprechenden Strahlen 

*) Ein eboaea System ist die Geaamtlieit der Punkte und Strahlen 
emer Ebene. Die Ebeoe heilst der Ti^er des Systems. Denkt man 
sich nun zwei Ebenen als zusammeulwend, so kann man von 2 
ebenen Systemen auf demselben Träger sprechen. Im obigen Falle 
werden nun die Funkte und Strablen der Ebene, sofern sie der einen 
Figur zugereclinet werden können, als Punkte des ersten Systems, und 
die Punkte und Strahlen derselben Ebene, sofern sie auch der zweiten 
Figur BUfferechnet werden köniicn, als Punkte des zweiten Systems 
angesehen. 
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Punkte auf eiBer zu a paral- 
lelen*) Geraden a. Die Ge- 
raden (( und d lieiTaen entspre- 
chende Strahlen beider Fi garen. 

Mg. 98. Bg 



der zweiten Figur durch den 
entsprechenden Punkt Ä'. 
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§ 47 C bewiesen wor- 
den, dafs den Punkten A, B, (7, J) 
einer Geraden « (Fig-, 93) die Punkte 
einer Geradem a' entsprechen, wolche 
durch den Punkt A\ welcher A ent- 
spricht, parallel zu a gezogen ist. Be- 
liebig vielen Strahlen durch A ent- 
sprechen also ebenso viele Strahlen 
durch A', 

l») Je zwei entsprechende I ß) Je zwei entsprechende 
Strecken bilden dasselbe Ver- j Winkel sind gleich, (Siehe 
hältnis**). Idie Übungen § 8 üb. 14.) 

b) Man setze die perspektivische Lage voraus, l) Für- die 

i,.iy s-i Strahlen des Büschels hat man (§ 47 a) 

8Ä':SA = SS':SB=SG':8C^m 

(Fig. 94). Wende den Zusatz zu 

'S 41b an. 2) FlU' entsprechendö 

Strecken auf parallelen Geraden folgt 

aas%4:lo)A'£':AB=SA':SA=m 

lind S'C : BÖ= SB' :SB = m. 

ß) Entsprechende Winkel sind gleich, well ihre Schenkel 

paarweise parallel laufen. 

Zusatz zu b). Die Strecken der einen Figur sind das 
mfache von den entsprechenden Strecken der andern Figur 
und verhalten sich demnach wie diese entsprechenden Strecken, 

Dies folgt aus den Gleichungen im Beweise von c), 
man die Nenner ' ' ~ 




c) Aufgabe. Zu einer gegebenen Figur eine ähnliche 
zu zeichnen, wenn die Länge der Strecke A' B' gegeben ist, 
vf eiche der Strecke J.J5 in der gegebenen Figur entspricht. 

l) Lege die Sti'oeke A'B' auf AB, so dafs die Anfaugs- 

*) Bei perspektiviBclier Lage. 
**) Ausflthrliclier beiJaeu die Sätze b) uod p): 
Jeder Fnnktreihe der einen 1 Jedem Strablesbüsctel der eiuen 
Figur eutspriciit eino ähnliche Fignt entspricht ein kongruenter 
Punktreüie der andern. ] Strfvhlenbüsohel der andern. 
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punkte JljI' z\isamraenf allen. Dann ist AÄ der Ähulichkeits- 
punkt beider Kguren (siehe die letzte Beliauptnag in § 47 d), und 
man kennt die entaprechendeii Punkte 
£, B' eines Ähnlichkeitsstrahles. Nacli 
§ 47 d kann man zu jedeoi Punkte 
C, J) dei eisten Figur den ent- 

uprecliendei dei zweiten Figur flndea. 
Um C zu finden ziehe man durcb, H' 
die Paiallele zu BO. Ihr Schnitt- 
punkt mit dei Veiliugerung von AO 
ist der gesitlite Punkt. 

i) Man kann auch die gOBuehte Figur in \ 
konstuieien Da das Terhältnia A^B'-.AB^m gegeben ist, 
so kennt man die Länge aller Strecken der aweiten Figur, demi 
aie sind das (»fache der entsprechenden Strecken in der ersten 
Figui (Za&i.tz zu o) Aufserdem sind alle Winkel der zweiten Figur 
bekannt dean sie sind den entsprechenden Winkeln der ersten 
Figm gleich ¥an findet also die Figur durch Wiederholung 
von DreieLkikonstiuktionen. 

Anmeikung Aus der zweiten Kottstruktionsart erkennt 
man, dafs nur eine Figur als Lösung möglich ist. Die beiden 
in 1) und 2) erhaltenen Figuren sind daher nicht verschieden. 

ÄSaliche Dreiecke. § 

a) Dreiecke sind ähnlich, 
wprechend gleich haben. 

Beweis. Die Dreiecke seien mit den 
gleichen Winkeln bei C und C auf einander 
gelegt (Fig. 96), und aufserdem seien die 
Winkel bei A und £ gleich. Alsdann sind 
die Seiten AB und A'B' parallel und aus 
§ 41a) folgt CA : OA = OB' : CB. Die 
Dreiecke ABO und A!B'G' sind also ähnlich 
(A ABÖ 1^ A'B'C) und in perspektivischer 
Lage; der Ähnliehkeitspunkt ist der Punkt 
GC (§ 47 a). 

1)) Aufgabe. Dreiecke zn zeichneu, von welchen ge- 
geben ist: 1) Das Verhältnis zweier Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel, 2) das Verhältnis zweier Seiten und 
der der gröfseren Seite gegenüberliegende Winkel, 3) die 
Verhältnisse der drei Seiten- 
Auflösung. Man nehme für eine dieser Seiten eine be- 
liebige Länge a an, dann kann man die übrigen in der Aufgabe 



sie zwei Winkel 
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vorlcommeadea Seitan bei-eciinon oder konstruieren und das Drei- 
eck aaclL § 19 a), c), d) zeichnen. 

Man erhält nach § 19 ein einziges Dreieck, es sei das 
Dreieck ÄSG in Fig. 96, wo OB = a sein soll, 

Fftr eine andere Seitenlange a' der Seite a erhält man auf 
! ebenfalls ein einziges Dreieck. Man findet aber 
dasselbe leichter, indem man OB" gleich d macht und durch 
B' die Parallele B'Ä' zu AB zieht, denu beide Dreiecke sind 
ähnlich imd haben deshalb die Winkel und Seitenverhältnisse 
gleich. 

Folgerung. Zwei Dreiecke sind ähniich, wenn in ihnen 
1) das Verhältnis zweier Seiten und der eingeschlossene 
Winkel, 2) das Verhältnis zweier Seiten und der der gröfseren 
gegenüberliegende Winkel, 3) die Verhältnisse der drei Seiten 
gleich sind. 

c) In ähnlichen Dreiecken ist das Verhältnis entspre- 
chender Transversalen (Höhen, Mittellinien . .) gleich dem 
Verhältnis entsprechender Seiten. 

Beweis für die Höhen. Die Dreiecke seien in perspektivische 

Lage gebracht. Die durch den Ähnlichkeitspunkt 0, G' (Fig. 97) 

i-ig. ai. auf AB gefällte Senkrechte ist auch senk- 

p,£" recht auf A'B". Die Schnittpunkte B, D' 

(§ 47 c, 2) und folglich auch die Strecken 

CD und G'jy sind entsprechend. Nun folgt 

die Behauptung aus § 48 h. 

d) Die Umringe ähnlicher Dreiecke 
stehen im Verhältnis homologer Seiten. 
, h' <= mh, c ^^mc folgt durch Addition 
ß' + &' -f c' = m{a + }>-{■<!} oder ß' + ö' + c' : « -|- ö + c = mj, 
womit die Behaiiptung erwiesen ist. 

e) Die Flächen ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie 
die Quadrate homologer Seiten. 

Aus d >= tn . a und h' = m .h folgt 

-.^- = m^ . -^ oder ---- : -^ = m^, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 
>, Kreise als ähnliche Figuren. 

a) In ähnliehen Figuren (Systemen) entspricht jedem 
Kreise der einen Figur ein Kreis der andern. Die Mittel- 
punkte sind entsprechende Punkte, 
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Wenn die Funkte Ä, B .. . (:Fig. 98) auf eiiiam Kreise 
mit dem Mittelpunkte G liegei^ und C, A\ B' . . . die entspre- 
chenden Punkte der andern B'igur sind, so liat man O'A' : CA = 

C'B' -.CB Da nun die Nenner CA, ÜB dieser BrUclie 

gleich sind (gleich der Längenzahl des Radius im Kreise C), so 
müssen auch die Zähler gleich sein. Aus CA' = C'B' . . . folgt 
abei-, dafs die Punkte A', B' . . . auf einem Kreise liegen, dessen 
Mittelpunkt C dem Mittelpunkte C entspricht. 

1)) Zwei beliebige Kreise köunen io dop[jelter Wei&e 
ala ähnliche Figuren betrachtet werden. 

1. Für den innern Ahnliehteitspunkt, der den Ceutral- 
abstaad innerhalb nach dem "Verhältnis der Radien 
teilt, entsprechen sich die Endpunkte entgegengesetzt 
gerichteter Radien, 
II, Für den äufsem Ähulichkeitspiinkt, der den Central- 
abstaud aufserhalb nach dem Verhältnis der Radien 
teiltj entsprechen sich die Endpunkte gleichgerichteter 
Radien. 
Beweis. I. GA imd O'A' sind Radien von tutgegeu- 
gesetüter Eiuhtung. Nach § 41c hat man SC' : SC = SA' : SA -= 
»■': r. Hieraus folgt: l) Die Geraden, welche die Endpunkte entgegen- 
gesetzt gerichteter Radien 



iH, gehen alle durch 
den Punkt S, welcher den 
Centralabstand O'C innen nach 
dem Verhältnis der Radien 
teilt. 2) Die Abstände der 
Endpunkte -fonS stehen immer 
in dem Verhältnisse ■/ ; r. 
Wenn man also die Endpunkte 




Radien als entsprechend ansieht, so liegen die Kreise so in dem 
Strahlenhüschel, wie es die Definition in § 47a verlaugt, und 
sind ähnliche Figuren für- den iunern Ähnlichkeitspunkt S. Ebenso 
beweist maa die Behauptung II. 

c) Wenn zwei Kreise sich für einen Ähnlichkeitapunkt 
entsprechen, so entsprechen sich auch die Sekanten mit ihren 
Schnittpunkten und die Tangenten mit ihren Berührungs- 
punkten paarweise. 

Beweis. Wenn ein Punkt auf der Gei-aden a und dem 
Kreise k augleich liegt, so mufs der entsprechende Punkt auf 
der Geraden a und dem Ki-eise ¥ zugleiuh liegen (§ 48 a u. § 50ii). 
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VI, Abechaitt. 

der Solini ttpuuktG A und S von a mit 7c 

und 7c'. Fallen aber jene beiden Sclinitt- 

pvmkte auf 7c in einen 

Punkt Z), so müssen die 

tomologea Puatte auf 



Punkt !>' fallen, 
lieifst: einer Geraden a, 
welche ifc in J9 be- 
rührt, entspricht eine 
Gerade «', welche Ä' im homologen Punkte berührt. 

Zusatz, Entsprechende Tangenten sind parallel und die 
zugehörigen Eadien sind gleich oder entgegengesetzt ge- 
richtet, je nachdem der Ähnlichkeitspunkt ein äufserer oder 
innerer ist. 

Anmerkung. Zwei Ereise bestimmen auf zweierlei Weise 
(durch den innern und durch den äufaei-n Ahn liehkeitsp unkt) 
Mwei ähnliche Systeme. 

Anwendungen auf das rechtwinklige Dreieck. 
a) Wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck die 
Höhe zieht, so ist eine Kathete die mittlere Proportionale 
zwischen der Hypotenuse und dem anliegenden Abschnitt. 
Die Höhe selbst ist die mittlere Proportionale zwischen den 
beiden Abschnitten der Hypot«nuse. 

Beweis. lu Fig. 100 sind die beiden Winkel a gleich, 
weil jeder mit dem bei G liegenden Winkel ß eiuen rechten 
Sie 100 Winkel ausmacht. Ebenso zeigt man, 

dafs die beiden Winkel ß gleich sind. 
Nun sind l) die Dreiecke ACH und 
ABG ähnlich, weil sie die Winkel ent- 
sprechend gleich haben. Folglich ver- 
halten sich die Seiten AB und AC des 
Dreiecks ABG wie die entsprechenden 
Seiten des andeni Dreiecks, welche nun zu suchen sind: AB 
liegt dem rechten Winkel C gegenüber, folglich entspricht ihr 
die Seite AG des Dreiecks ATiO, weil sie ebenfalls dem rechten 
Winkel gegenüber liegt. Der Seite AG des Dreiecks ABG aber, 
welche dem Winkel ß gegenüber liegt, entspricht die Gegenseite 
AB des Winkels ß im Dreieck AI>C. Daher hat man die 
Proportion AB : AC = AG : AB. 

2) Die Dreiecke ABC und CBB sind ebenfalls aus Gleich- 
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Ähnlichkeit dei' Figuren, 59 

Winket äbnlich. Man findet; anf ent- 

ÄB : BO = DC : DB. 
h) Änfgalje Zu zwei Shecken a imd b die mittleie 
Piopoitionile X zu sudien, oder die riopoition a x =^ -i h 
/u ei-fiillen 

1 Auflöbung Man trage von einem Punkte M ins die 
^rgebeuen Stiecken nich den entgegengesetzten Biehtnn^en emei 
Geiiden (_Fig lUlJ 

"Übel dei hieiduicli eiliiltenen btiecke NP als Dmcliniessei 
eiiii-hte man einen Halbkreis Dann ist daf in denselben feilende 
■^tuck MQ einoi m M einoliteten "--enkrecbtcn lie veilangte 
mittleie Pinpoitioiiale 

2 Auflösung Jlan tia^e von einem Punkte Jlf (Fig 102) 
einei Üeiiden aus die gegebenen Strecken nauh dei namlioben 
Eicbtung auf die'^ei Geiiden ab Übei MN ala Duicbmes'iei 
emcbte man einen Hilbkieia Wenn die in P auf JfJV eiiicb 
tete Senkieebte denselben in Q tiifft, so ist MQ die gesuchte 
mittleie Fioportionale 




Anwendungen aul die Kreislelire. | 

a) Wenn man durch einen Punkt F Sekanten eine.-! 
Kreises zieht, so hat das Produkt der durch diesen Punkt 
und den Kreis begrenzten Abschnitte für jede Sekante den 
gleichen Wert (Potenz des Punktes P). 

Beweis, l) AB und CD (Fig. 103) seien die Sehnen, 
welche anf 2 innerhalb des Kreises sich schneidenden Sekanten 
liegen. Mau beweise mit Hilfe des § 24b die Ähnlichkeit der 
Dreiecke CPA \m& BPD nach § 49a), woraus die Proportion 
PG:PÄ = PB: PB und die Gleichung TV .PB^PA.PB 
folgt. 

2) AB nud CD (Fig. 104) seien 2 Sekanten, die sich aufser- 
halb des Kreises schneiden. Aus der Ähnlichkeit der Drei- 
ecke PCB und PAB (§ 24b und § 49a) folgt: PC : PA = 
PB : PD und PC . PB = PA . PB. 
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50 VI. Abschnitt. 

1)) Zusatz. Wenn der Punkt P iunerhalb des Kreises 
iogt, so ist die Potenz des Pmikteö P auch durch das 

Kg. lOK. Jfäg- lOsl. 





Quadrat von der Hälfte der bleiusteii Sehne BS c 
Wenn der Punkt P aufserhalb des Kreises hegt, so ist die 
Potenz des Punktes P gleich dem Quadrate des Tangenton- 
abschnitts PB. 

Beweis, Die zu PJf senkreelite Sehne RS ist die kleinste 
der dureli P gehenden Seimen, weil sie den gi-öfstmöglicheu 
Abstand von M hat (vgl. Übuiigenj § 6, "Üb. 50), Die Abscbnitte 
dieser Sehne sind nach § 26 b, 3 gleich, also ist PA . PB = PB^. 
Denkt man sich [indererseits die Sekante PA gedreht, bis sie 
durch Zusammenfallen der Schnittpunkte zur Tangente wird, so 
bekommt maJi PA . FB =^ PM . PB = PB\*) 

Anmerkung. Weun man die Sekantenabaclmitte, von wel- 
chen in a) die Kede ist, von dem Schnittpunkte der Sekanten 
aus durchlaufen denkt und nach § 41, Anmerk. die Vorzeichen der 
Abschnitte und ihrer Produkte bestimmt, so werden diese Produkte 
positiv oder negativ, je nachdem die Sekauteu sich aufserhalb 
oder innerhalb der Kreise schneiden. 

Die Potenz des Punktes P erhält im ersten Fall das positive, 
im zweiten Fall das negative Vorzeichen, während wir in den 
vorhergehenden Sätzen das mit dem Nameu Potena be(;eichneten, 
was man bei Berttcksichtigung der Vorzeichen nur den absoluten 
Wert der Potenz nennen kann. Man kann in den beiden Fällen 
der Figur 103 und der Figur 104 die Potenz durch das Quadrat 
des Radius r und das Quadrat der Entfernung MP = ä aus- 
drücken, Nimmt man dabei auf das Voraeicben der Potenz 
Eücksicht, so findet mau, dafs die Potena immer durch d^ — ■ r^ 
dargeafcellt iat, welcher Augdruck positiv oder negativ ist, je 
nachdem P aufserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. 

*) Dies kann auch in dem Satae ausgesprochen werden; Der Tan- 
gen tenabschnitt ist die mittlere Proportionale zwischen den beiden 
Sekantenabsohnitten. 
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Ähnliohliejt der Figur 




Gi 

c) Eine gegebene Strecke a stetig zu teilen, das Iieifst 
sie ao zu teilen, dafs der gröfsere Absclinitt x die mittlere 
Proportionale zwischen der Strecke a und dem Reste a — x 
ist, a:x = x;a — X oder x^ = a{a — x). 

Auflösung. AB (Fig. 105) sei die f 
Trage SC=^ -^ in B senkrecht auf uud aiehe i 
Eadius CB einen Kreis, der 
AB in B Ijerüliren wird. Ver- 
binde Ä mit C, so ist das Stück 
AD der gesuchte Abschnitt k. 
Die Strecke AB ist stetig ge- 
teilt, wenn AD nach AM ge- 
tragen wird. 

Beweis. Man hat AB =^ 
J)6- = a; bezeichnet man AD 
mit cc, so ist A& = x -{- a. 
Durch Einsetzen dieser Werte in 

Gleichung AB^ •= AD . AG- erhält man a^ = x'(r-{-a) oder 
a^^x^-\-x.a. Daraus folgt a:^ ^ a^ — r re oder f.^^a{a — x). 

d) Einen Kreis in 10 gleiche Teile zu teilen oder dem- 
selben ein regelniäfsiges Zehneck einzubeschreibeu 

Auflösung. Wenn man den Badiu& stetig teilt, so kann 
man das gröfsere Stück lOmal als Sehne m den Kreis eintragen. 

Beweis. Wenn AGB (Fig. 106) der Winkel der 10-Tei- 
Inng (36") und AB die Zehneokseite ist, so sind die Winkel 
CÄB und CBA beide gleich 72". Halbiert man 
den Winkel bei A durch die Gerade AD, ao ^ „ ' 

sind die Dreiecke BAD und ADG gleichschenk- 
lig und deshalb die Strecken AB, AD, DC 
einander gleich. Aufserdem sind die Dreiecke 
ABB und CBA ähnlich (§ 49a), und es gilt 
die Propoi-tion: BD : AB = BA : CB. Bedenkt 
man, dafs AB = CD, so siett man, daXs die 
Zehneckseite gleich dem gröfseren Stücke CD 
des in D stetig geteilten Radius ist. Nennt 
man CB = *■ und AB = 2, so hat man »■ ; « ^ g : r — 0. 



die aus § 52b) sich i 
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vir. Abschnitt. 



VII. Abschnitt, 
Kr eisber e ohnun g. 
I zur Berechnung regelmäfsiger Vielecke. 
ii) Der Radius (CA -= CB = CD==r) t 
gegeben und dio Seite (AB = s) des einbeschriebeiien rt-Ecks 
bereits gefunden*). Man ^^^ ,,,, 

soll die Seite {AB=BB^s') 
des einbeschriebenen 3n- 
Bcks bestimmen. 

Auflösung. Aus dorn 
Dreieüko GBD bestimmt man 
die dem spitaeu Winkel bei 



nach § 39 




Hieria setzt man aus Dreieck CMB den Wert 



lAi 



'-/-(•-y^'-^- 



b) Der Radius r eines Kreises sei gegeben und die 
Seite s' des einbeschriebenen \Sn-Ecks gefunden. Man soll 
die Seite des w-Ecks daraus bestimmen. 

Auflösung*»). Nennen wir die Höhe GF des Dreiecks AGB 
(den kleinen Radius des .8m-Ecks) mit p', so kann der doppelte 
Inhalt des Dreiecks ACJ) einerseits durch ÄB.CP oder s'.?', 
andererseits aber auch durch CD . AM oder r ■ -g- ausgedrückt 
werden. Setzt man nun noch für p' aus dem Dreieck CAP 

seinen Wert y r^ — , so hat man durch ftleichsetzung jener 

Flächen : 



■i-^'-V^ 



*) Sieho Übungen 1 und 5 in § 10 der Übungea. 
**) s kann auch durch Auflösung der Sehliifsgieioliung in a) nach 
s gefunden werden. 
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C) Der Radius r eines Kreises sei gegeben und die 
Seite s des ein beschriebeneu w-Ecka bekajint. Man soll die 
Seite S des uuibesehriebonen »i-Ecks finden (in Fig. 107 

Auflösung. Naeli § 41, c hat mau 

GB. : AJJ = CT) : C3I 



Durch Auflösen nach S und Einsetzen des Wertes für 
erhält mau: 



7^ 



Die Peripherie des Kreises. § 54. 

a) Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich wie 
ihre Radien. Wenn die Peripherie eines Kreises mit dem 
Durchmesser 1 durch ir bezeichnet wird, so 
ist die Peripherie eines Kreises mit dem 
Durchmesser d durch x . ä oder sc . 3r aus- 
se drückt. 




Beweis. Man denke durch den gemeiu- 
aamen Mittelpunkt der Kreise Je, k', n Strahlen 
gebogen, welche den Winkelraum um in 
gleiche Teile teilen. Dadurch entstehen (§ 32 a) 
aif denKiei&en die Ecken zweier legelmlfsigeii 
n Ecke, "v in welchen ä und s zwei beiten &md ISTich § 41 e 
veihalten sich diese beiten wie die Eadien * md i Aber die 
ümimge dei Vielecke smd das w fiche dieser Seiten, also ver- 
halten auch sie sich wie j t' Das Gleiche muls aber für die 
Peiiphenen dei Kieise selbst gelten, denn wenn dei Wert von n 
bis ins Unbegienate wachst, so gehen die Umiinge der beiden 
Vielecke m die Petiphenen dei KieiiB über (£[ ^3 b). 

ti) Die Piidie des Kreises ist j,leich dei Hälfte des 
Pioduktes \on Penpheiie und Radius odei re »" 

Wpun man vf n einem regehnälsigen umb es chnebenen Vieleck 
duich unbpgienzte VeiraelnuuT dei Seitenzahl zum Kreise über- 
geht, ao wild dei kleine Badius des Vielecke zum Eadius des 
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64 VII". Abaclinitt. Kreisbeveohnung. 

Kreises und der Satz o) des § 36 geht in die zu lieweisende 
BeliaiiptuDg über. 

Da aber die Peripherie des Kreises deu Wert 2Tcr hat, so 
erhalt man für die Pläcbe äre)* ^ = Ttr^. 

c) Zwischen den SeheiikeiH eines Mittelpunktswiukels 
voa « Grad liegt ein Bogen von dor Länge ■ ■ und ein 
Stück der Kreiafläche (Sektor) von dem Inhalt ■■ • 

Bewein. Zu dem Mittelpunkts wiukel von 360" (aJs Bogen 
betraoMtet) gehört die ganae Peripherie 2nr und (als Sektor be- 
trachtet) die ganze Kreisfläche mr^. Zu dem Winkel von einem 
Grad gehört dalier der Bogen .„;: und der Sektor -^^77 • Zn dem 
Winkel von a Grad gehört aber der Bogen a . - - - - = —^ und 

Anmerknng. Die Berechnung desjenigen Pläfiheustliekea, 
welches von dem Kreise durch eine Sehne abgeschnitten wird, 
(Segment) kann allgemein nur mit trigonometrischen Hilfs- 
mitteln ausgeführt werden. 

Berechnung von m. 

n ist die Hülfte von der Peripherie eines Kreises, dessen 
Radius 1 ist. Um it zn berechnen, gehe man von dem halben 
Umring u des einbesehriebenen regelmürsigen Sechsecks aus, 
welcher den Wert 3 hat. Hierauf rechne man nach § 53 c den 
halben Umring XJ des nmbeschri ebenen regelmäfsigen Sechsecks, 
welcher 3,464 . . . beti-^. Bei fortwährender Verdoppelung der 
Seitenzahl, also beim "Übergänge zum 13-Eck, 24-Eck, , . . wird 
der Umring des einbeschriebenen Vielecks immer gröfser und 
der des nmbesehriebenen Vielecks wird immer kleiner*), Nach 
§ 33 b müssen diese beiden Werte U und u für einen rmendlicb 
grofsea Wert von n mit dem halben Umring dcB Kreises über- 
einstimmen. 



*) Beim einbeachri ebenen Vieleck wird eine Seite s tles )t-Ects 
durch zweiSeiten des 2M-Eeka ersetzt, welche nach §19aiFol^.ausammen 
gröfser Bind als s. Beim umbesebriebenen Vieleck dagegen wii-d eioe 
Seite s' des 2w-Ecka awisciieii awei Seiten des n-Ecka ein geschaltet, 
ond diese Seite s' ist nach § lö a. Folg, kleiner, als die Summe der durch 
sie abgeschnittenen Stflcke der beiden Seiten des ra-Eoks, nwiscben 
welote sie eingelegt wurde. 
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VIII. AbscliniU Hilibsätze au& dei Aiitlimetik C") 

Es folgt noch eine Tabelle mit 5 Eubiikeii 
Die TJberacbiiften w, o U, n, ä be^eiclmen nat,liäinandei die 
Seitenzahl der regelmaf&igen Vielecke, den Itlemen Radius des ein 
beacbriebeiien Yieleeki, den halben ümimg des umbescliiiebeiiuH, 
den halben Umiing des embeschiiebe neu Vielecks und die Difleieni 
dieser halben Umimge 



n 


? 


U 


u 


d 


6 

la 

96 


0,866025 
0,965926 
0,091445 
0,997869 
0,999464 

Hilfssä 

[essen der 


3,464101 
3,215390 
3,159660 
3,146086 
3,142714 


3,000000 
3,105828 
3,132628 
3,139360 
3,1410Sa 


0,464101 
0,109562 
0,027032 
0,006736 
0,001682 


Das 


Vm. Abso 
bze aus der 
jröfsen. 


mitt. 
ArittLmetib 





Eine Gröfse a mit einer gleichartigen Grofse Ö uiesseu, 
heifst zusehen, wie oft die Gröfse 6 (die Einheit) oder ein 
Bruchteil von & in ffl aufgeht. 

Durch das Messen wird die sogenannte Mafszahl der 
Gröfse a für die Einheit h gefunden. Die Mafszahl der 
Gröfse a für die Einheit h ist diejenige Zahl, mit welcher 
man 6 multipli eieren mufs, um a zu erhalten, 

Dabei sind 3 Fälle zu unteraoheiden. 

1) Die Einheit h geht «tmal in a auf {m eine ganze Zahl). 
Daun ist « = «» , &, oder a ^ mmal der Einheit, d. h, die Mafs- 
zahl von a ist die ganze Zahl m. 

2) Der s** Teil von b geht r mal in a auf {»■ und s sind 
ganze Zahlen). Dann ist a = — • b oder a = ~ mal der Ein- 
heit; die Mafszahl von a ist der Bruch — ■ 

3) Es kann kein Teil von b gefunden werden, der eine 
ganze Anzahl mal in a aufgeht. Wir nehmen an, der s** Teil 
von b gebe rmal genommen noch weniger als 
r -j- 1 mal genommen mehr als a, so dafs 

r + 



■b<u<- 



•b. 
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66 Vm. Abechnitt. 

Dann ist die zu suchende Maüszahl gröfser als — und kleiner als 

(die Differenz beider MaTszahlen ist — ), und der Fehler, 

welchen man durch die Annahme dieser beiden Mafszahlen be- 
geht, ist kleiner als ^■ 

Man kann nun s so grofs nehmen, dafs sowohl die Differena 
— beider Mafszahlen als auch der gemachte Fehler kleiner ist 
als jede noch so klein angegebene Zahl. Man sagt in diesem 
Falle, die gesuchte Mafszahl sei nicht durch einen Bruch angebbar, 
sei eine „Irrationalzahl", der man durch Brüche mit grofsen 
!Nennern so nahe kommen könne als man will. Die Gröfeen a 
und i) heifsen in diesem Falle ineom mensurabel. 

Das Verhältnis gleichartiger Gröfsen, 

a) Das Verhältnis der gleichartigen Gröfsen a und 6 ist 
diejenige Zahl, mit welcher man h multiplicieren mufs, um 
a zu erhalten. 

Das Verhältnis a : ö ist also (§ 56) die Mafszahl von a für 
den Fall, dafs ö als Einheit gewählt wird. Das Verhältnis a i ö 
ist demnach eine ganze Zahl oder ein Bruch oder eine Irrational- 
zahl, je nachdem der Fall l) oder 2) oder 3) in § 56 eintritt. 

Nehmen wir die ganzen Zahlen als Brüche mit dem Nenner 
1 und die Irrationalzahlen als Grenzwerte von Brüchen, so kann 
ein Verhältnis immer als Bruch betrachtet werden. 

i. Die Proportionen. 

Eine Proportion ist die Gleichung zweier Verhältnisse 



Anmerkung. Dorch die Sätze über Gleichungen beweist man: 

1) In jeder Proportion kann man die innem oder die äufsern 
Glieder vertauschen. 

2) Das Produkt der Innern Glieder ist gleich dem Produkte 
der äiirsem, 

3) Ein äufseres (inneres) Glied wird gefunden, indem man 
die beiden Innern (äufsern) Glieder multipliciert und durch das 
bekannte äufsere (innere) teilt. 
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HUfesätze Oiat der Arithmetik. 67 

4) Aus der GleiehuBg zweier Produkte kann man eine Pro- 
portion bilden, indem man die Faktoren des einen Produkts zu 
innern, die des andern zu äufsem Gliedern maclit. 

Ersetzung der Proportionen durcli Gleicliungen, welche § 5'J. 
einen Proportionalitätsfaktor enthalten. 

a) Wenn m und n noch nnbeatimmtö ganzo, gebrochene 
oder irrationale Zahlen vorstellen, so kann man die Propor- 
tion r : s = p: q ersetzen 

1) durcli die Gleictiungen 

r = m . s \ , 

p ^ }>i . q l ' 

2) durch die Gleichungen 

r^n.p] 
S = n.q ] 
Beweis, l) Setet man r : s = m, so ist auch j) : q ^ ni. 
Durcli Wegschaffen des Nenners erhält man die Gleichimgon l). 
2) Man vertausche die mittlem Glieder, um r : p ^= s : q 

zu erhalten Alsdann setze man — = «, so mufa auch — = n 

1> 9 

richtig &em Durch Fortschaffen des Nenners erhält man öie 
Gleichungen 2). 

h) Die Gleichungen 

r:s = p:q^ti:v 3) 

zwischen mehr als zwei Verhältnissen enthalten mehr als 
zwei Proportionen: 

S ^p:q 

4) 

Durch Vertauschung der mittlem Glieder erhält man 
äie Proportionen: 

r : p = 

5) 

welche wieder in einer Zeile zu schreiben sind: 

r : p:u . . . ^= s -.q-.v. 6) 

Setzt man nun r : s = m, so ist auch p:q = tn u. s. w., 
und man hat durch Wegschaffen der Nenner: 

r = )B , s ; p = tn .q; u = m .v, 
wodurch die Proportionen 3) oder 6) vollständig ersetzt sind. 
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68 'VlII. Abscliuitt. 

I. Proportionalitätssatz. 

Ib) Jeder beliebigen Gröfae a, h, c . . . einer Art soll 
eine einzige Grofse a', b', c' einer andern Art bezüglich ent- 
sprechen. Dieses Entsprechen soll folgenden Bedingungen 
unterworfen sein: 

I. Wenn die UrÖfaen a imd 6 einander gleich sind, so 
sind auch die entsprechenden Uröfsen a' und 6' einander 
gleich. 
IL Der Summe s zweier Gröfsen a and h entspricht die 
Summe s' der zugehörigen Grofsen a' und h'. 
unter diesen Voraussetzungen behaupten wir: Zwei 
Gröfsen a und h der ersten Art verhalten sich wie die ent- 
sprechenden Gröfsen der andern Art, d. h. «:& = «': V. 

Beweis Aut. I unl 11 lolgt Wenn dei Giufse ö dei ersten 
Art de Cholse l der aweiten Ai-t entapiielit, bo entspiicht 

1) dem mts^ben von h d^ mfache von h\ denn dei Summe 
von m gleichen Summanden l mula die Summe von »( gleiclieii 
Sammiailen 6 ent&piechen (nach IIl 

2) entspuoht dem s*^ Teile von Ö auch dei s"* Teil vnn 
b', deun emei faiofte weLhe ^mil aU Summand genommen b 
giebt mufs die IricTse entapiechen, welche smal als Summand 
genommen & giebt 

Mit Hdfe von 1) und 2) führen wir den Beweis m t Unta- 
scheiduüg zweier Fälle. 

Erster Fall. «:&==— (r und s ganze Zahlen; s kann 
auch gleich 1 sein). Wenn « : ö = — , so ist auch 

Nun entspricht nach 2) der Gröfae ~ die Gröfse - und nach 
1) entspricht der Gröfse r ■ i—j die Gröfse r ■ f — ) . Also hat 
mau a = r ■ — = — -b' oder a : h' = —• Die Verhältnisse 
a : h und a : b sind gleich, weil aie heide den Weit — hiben. 

Zweiter Fall, rt und b seien mkommensmahel Man kann 

das gesuchte Vertältnii a b zwnchen den Tueuaen — und 

eins cid iefaen (§ 56). D^nn hat man die uübteigeude Kriha 
1 5<«<^:i h. 
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Hilfseätze aus der Avithmetik. 69 

Diesen Grörsen entspreclieii in ebenfalls aiifsteigender Reihe 
(siehe die Anmerkung): 

Hieraus scliiiefst man (§ 56), dafa auch das Verliiiltnis 
a' : h' zwischen den Grenzen — und liegt. 

Wenn aber die Verhältnisse a : h und a : h' fiiv heliebig 
wachsende Werte von s zwischen diesen Grenzen liegen, so sind 
sie einander gleich (§ Ö6, '6). 

Anmorkung. Aus II. folgt, dafs wenn eine Grolae der einen Art 
Wiichst, die entspreeiiende GroTse der zweiten Art auch wachaen inuis. 
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Übungen. 



Mit zwei litliograpliiei-ten Tafein. 
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Ubuiigei! zu Absclmitt I (die Grutiiigebltcle) *). § 

1) ») Siud Nebenwinkel immer supplementär? Sind Supple- 
mentwinkel immer auch Kebenwiukel? 

|9) Nebenwinkel (Supplementwinkel) von gleichen Winkeln 
sind gleich. 

2) Welchee sind die Supplementwinkel ku 30", 45", 90", 
120°, 44" 20' 31", 90" 3' 20", 120" 15' 30"¥ 

3) Komplementwinkel von gleichen Winkeln sind auch gleich. 

4) Welehea sind die Komplementwinkel zu 15", 30", 45", 
60", 10" 20' 30", 30" 44' 54", 70" 13' 24"? 

5) Von zwei Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grofs 
als dar andere (f, |, f vom andern); wie grofs ist jeder? 

6) Von zwei Nebenwinkeln ist der eine um 20" (30", 40", 
30', ie") gröfser als der andere; wie groXs ist jeder? 

7) Winkel SMC in Fig. 1 auf Seite 1 betrage 55" (*:"); 
wie grofs sind die übrigen Winkel der Figur? 

Nimm an, dafs die Halbierungslinie von SMC gezogen vmd 
nach rückwärts verlängert sei. Bestimme ebenfalls alle Winkel 
der Figur. Folgere, dafs die ßlickverlängerung den Winkel AMD 
halbiert. 

7 ft) ^ ÖMS in Fig. 1 auf Seite 1 betrage 60" (k"); 
^ CMS und sein Scheitelwinkel seien halbiert. Bestimme die 
Winkel der Figur und folgere, dafs die beiden Halbierungslinien 
in eine Gerade fallen. 

8) Von einem Punkte g6h.eii vier Richtungen aus. Zwei der 
entstandenen Winkel, welche nicht benachbart sind, mögen 35" {af) 

P i, ph d L 'tf l IT "1" l 
mlTülLtfd t hd h 

hl g ha gt B h t 1 d Z hl 

uf 1 L tl d § Üb 3 f d Ui. g 
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2 § 1. Übungen au Absclinitt I, 

betragen. Die ulii^en beileii Winkel seieu ^le h md sollen 
bestimmt weiden Folgeie d-ih je rwei je ei Rehtm^eE n 
eine Gerade fallen 

9) Der eine ^ n khci Nelenwukeln letrage "*6 ( ") Beide 
Nebenwinkel se en balbieit Best mme die W nkel dei Pifc,ur un l 
folgere, dafs die Halbiei n^blin en i temaJilei senkiei.ht stehen 

10) a) Alle P mkto dei Symmetr eaetse (Tg 6 a if Seite ^) 
entsprecken sich «eibst 

ß) Alle (. eiaden wekhe aal doi S^mmetneaol e a enl 
recht stehen entspiechen sich elbbt 

11) Die Fig u welche lus zwei auf einandei senk eel teil 
Geraden besteht i t flii ]ele dieser Geriden symmetiisch 

12) Die Figir S a\t fee te 5 welche aus zwei sich bchnei 
denden Geraden bebteht ibt bymmetriseh für jede dei bei! n 
Geraden, welcte einen Winkel und den zugehörigen bt^heitel Winkel 
halbiert. (Zwei z einander k ht '^ymmetiieachsen ) 

13) Wie leitet man a 1 d Sat d) des ^ 5 ab^ An 
deutung. Zwei Scheitelftink 1 nd d h die eine bjmraetiie 
aehse halbiert Die Hälften nt i h n sich für die andere 
Symmetrieachse und sind gl h 

14) Alle duich AmFgfaatSt i gehenden Strahlen 
entsprechen sich selbst 

15) Die Figuien m 11) und 12) sind symmetrisch für den 
Schnittpunkt dei Geiaden als Centrum. Wie leitet man aus dieser 
Bemerkung einen Beweis des Satzes über Scheitelwinkel her? 

16) a) Zwei Gerade, die auf einer dritten senkrecht stehen, 
(iind parallel. 

j3) Wenn von zwei parallelen Geraden die eine auf einer 
dritten Geraden senkrecht steht, so thut ea auch die andere. 

17) In § 6 ß) wurde bewiesen, dafs zwei verschiedene 
Richtungen sich für die Halbierungslinie ihres Winkels symme- 
trisch entsprechen. Man beweise nun, dafs zwei Parallelen Ö, h' 
sich für die Halbierungsliaie des eingeschlossenen Streifens ent- 
sprechen. Andeutung. Man sehneide h und &' (Fig. l) durch 
eine zu beiden senkrechte Gerade (Üb. 16 (3) in den Punkten £ 
und B', halbiere £5' in A und ziehe a zu B B' senkrecht, so- 
mit parallel zu b und &' (Üb, 16 «). Durch das Umklappen 
um a vertauschen B und B\ sowie die rechten Winkel ß und ß' 
ihre Stelle. Also entsprechen sich ö und b' für die Achse «. 
Jede zur Achse senkrechte Gerade sehneidet b und ö' in ent- 
sprechenden Punkten und C, so dafs J) die Mitte von CC ist. 
Deshalb heifst die Gerade « die Halbierungslinie des Streifens bb'. 

18) Man beweise auch, dafs eine Symmetrieachse von h und 
b' keine andere Linie als die Halbierungslinie des Streifens bb' 
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(Die GruDdgebilde.) 3 

sein kann. Andeutung, Wenn die Achse a von & getroffen würde, 
so mürste sie nacli dem Beweis zu § 6 «) von der entsprechenden 
Geraden iu demselben Punkte getroffen werden, was \inmögHcii 
ist, weil & II V. Also muTs a mit h und &' parallel sein. Zieht 
man aber eine zu a, &, 6' senkrechte Gerade, welche eich selbst 
entspricht und die Schnittpunkte A^ B, B' liefert, so müssen 
B und B' entsprechende Punkte sein. AB und AB' müssen 
folglich als entspreeLende Strecken gleich sein. 

19) a {Fig. 2) sei die Symmetrieachse (Halbierungslinie) 
des von den Pai'allelen b und h' gebildeten Streifens. Man be- 
weise, dafs jede in den Streifen gelegte Strecke CC von « in 
ihrem Mittelpunkte A geti'offen wird. Andeutung. Ziehe durch 
den Schnittpunkt A die Gerade BB' senkrecht auf a. B und 
B' entsprechen sich für die Achse a. h und h' entsprechen sich 
nun auch fUr A als Mittelpunkt, \ind die Gerade €C' entspricht 
eich selbst für diesen Mittelpunkt. Folglich sind C und C ent- 
sprechend für A und AC ^ AC. 

20) Die Symmetrieachse a (Fig. 3) und zwei entsprechende 
Punkte B, B' seien gegeben. Man soll zu einem weitern Punkte G 
den entsprechenden mit dem Lineal allein konstruieren. An- 
deutung. Ziehe OB und CB', um die Punkte A und E zu 
erhalten, Wie nun G der Schnittpunkt von AB und EB' ist, 
so ist der gesuchte Punkt C Schnittpunkt der homologen Ge- 
raden AB' und EB. 

21) Unter den Voraussetzungen von 20) soll man zu einer 
gegebenen Geraden Ö die entsprechende mit dem Lineal allein 
konstruieren. Andeutung. Man konstraiere zu zwei Punkten 
von h die homologen Punkte nn,h 20J ^s den einen dieser 
Punkte kann man auch den '^chnittpunkt \on & mit dei 'Vi.hse 
nehmen. 

22") Dat. Gentium A (Fig 4) dei bymmetiie und zwei ent 
sprechende beladen &, h 'ind gegeben Man stll 7u emei wei 
tern Geladen c die entsprechende mit dem Lineal allem hnden 
Andeutung Man bestimme durch die Getaden MA und NA 
(Fig. 4) die Punkte M und ff, welche jenen bezuglich ent 
sprechen M jV ist die gesuchte Geiade 

23) Unter den Voraussetzungen von 22) soll man zu emem 
beliebigen Punkte P den entsprechenden suchen. Andeutung. 
Man suche zu zwei durch P gezogenen Geraden die homologen 
Geraden nach 22) und erhält den gesuchten Punkt als ihren 
Schnittpunkt. Der Einfachheit halber kann man eine dieser 
Geraden durch A ziehen. 
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5 2. Übungen zu Abschnitt II. 



■i. Übungen zu Abschnitt II (allgemeine Eigenseliaften 
der Figuren). 

Man soll 

1) für die Figur 22 auf Seite 10, oline dio ZeiotnEng an- 
zusehen, auf alle mßgliolien Weisen nennen: ti) Zwei Seiten und 
den eingescillosseneii Winkel, (3) eine Seite und die aHÜegenden 
Winkel, y) zwei Seiten und den Gegenwinkel der einen, d) zwei 
Winkel und die Gegenseite des einen. Andeutung', k) ah und 
y oder bc und a u. s. w. 

2) "umgekehrt soll man drei beliebige unter den Buchstaben 
der Figur 22 auf Seite 10 nennen und die Lage der Stücke 
angeben, ohne auf die Zeichnung au sehen. 

3) Bei der Stellung von Aufgaben über die Konstruktion 
von Dreiecken werden folgende Bezeichnungen benützt werden; 

Die Senkrechten, welche von A, S, C bezüglich auf die 
gegenüberliegenden Seiten m, h, c gefällt werden können, heifsen 
„Höhen" des Dreiecks und werden der Reihe nach mit h', h", 
h'" bezeichnet. Mit h' heaeichnet man auch zugleich die Länge 
der Strecke, welche von Ä bis zum Purspunkte der Höhe li' 
reicht. Wenn man eine einzige dieser Höhen, z. B. h'" in Be- 
trachtung zieht, so nennt man die zugehörige Seite c des Dreiecks 
die „Gi-undljnie". Die beiden Abschnitte PA und PB (Fig. 5), 
welche die Höhe h'" auf der Seite c erzeugt, werden mit q'" 
und ^"' bezeichnet; p'" ist die „Projektion" der Seite a auf c 
und q" ist die Projektion von h auf c. Die Bezeiehnniig ist auf 
diese Weise der alphabetischen Reihenfolge entsprechend; denn 
P"'i ö'" gehören der Reihe nach zu «, ö. Was werden nun die 
Bezeichnungen p\ q\ p", q" bedeuten? Bemerke auch, dafs je 
zwei der Abschnitte p', p", p'" durch einen der Abaehnitte g', 
q'\ q'" getrennt sind. Die Strecken, welche auf den Halbierungs- 
linien der Winkel «, j5, y von einem Eckpunkte des Dreiecks 
bis zu ihrem Schnittpunkte mit der gegenüberliegenden Seite 
reichen, heifsen w', w", w'". Die Winkelhalbierende w'" erzeugt 
auf AB die Abschnitte DA und DB (Fig. 56), welche v'" und 
m'" genannt werden. Was bedeuten nun m', u", v', v"? Je zwei 
Absclmitte u sind durch einen Abschnitt v getrennt. Die Strecken, 
welche von den Ecken A, B, C bis zu den Mittelpunkten der 
Seiten o, ö, c reichen, heifsen t', t", t'". Mittelpunkt und Radius 
teifeen M und r bei dem umbeschriebenen Ki-eise, und p bei 
dem einbeschriebenen Kreise, 0'" und p'" hei dem anbeechrie- 
benen Kreise, welcher die Seite c innerhalb und die Seiten a, ö 
in der Verlängerung berühi-t. Statt h'", p'", u'" schreibt man 
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(Allgemeine Eigen scbaften der Figuren.) 5 

oft Eui- ft, p, u. ^ tc bedeutet also eiEeii Winkel ;iwisclieii t'" 
und c. c ist in dem i-eolitwialiligen Dreieot die Hypotenuse. 
Ein Dreieck, in welchem zwei Seiton gleich sind, z, B. « '= b, 
heilst gleichschenkliges Dreieck. Die Seite C wird als „Grund- 
linie" und G als „Spitze" bezeichnet. Die Ecken und Seiten 
des Vierecks werden bei den Übungen bezeichnet, wie Pig. 18 
zeigt. Die Winkel des Vierecks bei A, ß, G, D heifsen «, ß, 
y b- die Diao'ortalen AG und BD heifsen e und f. Der Schnitt- 
1 nkt 1 D 1 n h f t J 'W k 1 ] 11 t 

4) E H h d D k t fit Et d 1 ö unil 

11 t d E h V 16, g g Im t F 11 11 

Wakl le \\ bditm triltm 

1 Ihn t mpt And t (F 5) Zw d Ed 

I mkt d & dh lit t S k 1 1 1 t m 

St t D Hb nd 1 h h d d tt E kimkt d 

D k f Ut b Ib d a r h Ib 1 St f ns ] n h 

1 d t d w t F 11 4) nt tt AI 1 ^t d 

Ab gllm tFUhl'V\kl dt 1 

1 kl al ht ind wäh d m w t T 11 d 

m d W L 1 f 1 ht t 

)IC tt hkiufehlnnFg 1 

trbl tNmtm nPg5 f'lt nh 
PktriAhh ttlD k ABC l AB 6 

(P 6) I n E k ist hl nt i b nd 

w!hd lUklnn Dk gb htwdnk 

6) IC 4wd bk ghl Fgunb 

t a«ht tN tm nFg i t4 h hllt 

tap h d L d (d d h A g ht) h t t h 

D t ö d & (P fe 7) 1 St l E k 1 

1 wis ti In-wlhdl 1 h bUUlhn 

D kin^ gl bt w d n k 

7) M b 1 ht 1 f 1 D k a 1 r^, C d 
tphd Wnll tgggtt Snn nd I^C 2 

\ m k g) 

)Dbnn Wkl dt hn dh Umw 

1 1 Ib ht b Im h 'V hi b n ml D h n m 

dei Ebene. 

9) Der Sinn eines Dreiecks (§ 10, Anmerk.) Jvndeit sich nur- 
dui'oh Umwenden desselben, nicht aber dnrcb Veisebieben und 
Drehen in dei' Ebene. 

10) Dreiecke, welche sich decken, sind gleichen Sinnes. 
Dreiecke entgegengesetzten Sinnes (z. B. die Dieiecke in Fig 6) 
können nie zur Deckung gebracht werden, ohne dafs man das 
eine umklappte. 
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11) Die Winkel der Dreiecke in Fig. 7 und die Dreiecke 
selbst Bind gleicken Sinne »i 

12) Man gebiaucht oft noch eme andeie Ali, den Sinn 
entsprechende! Dieietke ^u be&timmen Mau denke Bick zwei 
Zusehauei, welche i3ie TTiannge der Dreiecke so dnichlaufen, dali 
sie sich gleichzeitig in entspiechenden Ecken befinden Dreiecke 
sind auch gleichen Sinnei, odei nicht, le nachdem die Zusehauei 
die ^Flächen dei umfangenen Dieieoke auf dei gleichen Seite 
(d. h. beidemal lechts odei beidemal links) liefen haben odei nicht 

13) Wie ^lofs smd die Winkel «, ß, y eme? Dieiecks, wenn 
c,) c. = ,3 = ;,j ,3) ^ = y und « = 36«; y) ^ = ;, = -|; 
8) ^ = j, = 2 , K? 

14) ß) In Fig. 25 auf Seite 11 sei k = ICP, ß = 50". Be^ 
rechne alle Winkel der Figur; welcher- der Winkel bei D ist 
der gröfsere? 

ß) In einem rechtwinkligen Dreieck (y = 90") sei die 
Höbe h gezogen {§ 2, Üb. 3). Der Winkel a betrage 32" (;»"); 
berechne die Winkel der Figur. 

y) In einem gleichschenkligen Dreieck (§ 2, Üb. 3) beti'age 
ein Winkel an der Grundlinie 55" (*"); berechne den Ävü'aen- 
winkel an der Spitze (= 2 x). 

6) In einem Dreieck sei i"'= c : 2 und a ^ 48" {x"). Be- 
stimme die übrigen Winkel der Figur. 

s) In dem gleichschenkligen Dreieck in Pig. 106 auf Seite 61 
ist y = 36" und AI) ist die Halbierungslinie von a. Beweise, 
dafs die Dreiecke ABB und ADC gleichschenklig aüid. 

15) In einem Dreieck sei y = 66''(ä*'). Berechne a -\- ß, 
Y + Y ""** ziiletzt den Winkel A0:B (Fig. 38 auf Seite 23), 
welchen u ' und " mit einandei bilden ( = 90 + -g ) ■ 

16) In lern gle chschenkhgen Dieieeli (i; 2, Üb. 3) ist die 
Halbieranjjülin e des A [senwinkels an lei Sjitze mit der Grund- 
linie laiillel Bewei'te auch die Tj nkebiun^ 

17) Beweise lie letzte Pehauptnng m § 12 o auch ftir 
don Fall lafs lie schiefen Linien i f veisohiedenen Seiten der 
Senkrechten liegen (durch Umklappen der einen Seite um die 
Senkrechte). 

18) Beweise in Fig. 8, dafs jzAI>B>ACB. 

19) Wenn in einem rechtwinkligen Dreieck ein Winkel 
wächst, so wächst auch die gegenüberliegende Kathete und die 
anliegende Katbete nimm.t ab. Andeutung. Wenn der Winkel ji 
(Fig. 9) gewachsen ist, so hat der Winkel « abgenommen. Man 
zeige, dafs AB' und CB sich notwendig achneiden müssen. Nun 
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ist Winkel ABS' > 90", folglich c' > c. Ebenso ist Winkel 
CB'B> 90**, also a> a. 

20) Zwei Paare B, B' imd C, C (Fig. 10) von Punkten, 
die sioli für die Actse a symmetriaoh entsprechen, bestimmen 
ein symmetrisehes vollständiges Viereck. Die Gegenseiten BO 
und B'C sind entsprechend und schneiden sich auf der Achse 
im Nebeneck B. Die Achse halbiert den Winkel BJ)B' dieser 
Gegenseiten. Dasselbe gilt für die Gegenseiten BC' und B'G. 
Jede der Gegenseiten BB' imd CC entspricht sich selbst. Das 
unendlich ferne Nebeneck entspricht sich ebenfalls selbst, da man 
joder Geraden nur einen unendlich fernen Punkt zuschreibt. Die 
Abstände BB' und CC werde» von der Achse senkrecht halbiert. 

21) Man beti-achte das einfache symmetrische Viereck (7 C'E'B 
in Fig. 10. Es hat die Seiten BB' und CC parallel (§ 1, Üb. 16 «), 
während die Seiten CB und C'B' im allgemeinen nicht parallel, 
aber gleich sind. Dies Viereck wird gleichschenkliges Trapez*) 
genannt. Man soll die Lage der Symmetrieachse a gegen die 
Stücke des Trapezes nach Üb. 20 angeben. 

22) Zwei Paare, Ö, h' und c, c (Fig. 11) von Geraden, die 
sieh für die Achse a symmetrisch entsprechen, bestimmen ein 
symmetrisches vollständiges Vierseit. Die Gegenecken M. und M' 
sind entsprechend, ihr Abstand wird von der Achse senkrecht 
halbiert. Die Diagonale MM' entspricht sich selbst. Das Gleiche 
gilt von den Gegenecken Ä'Jf' und der sie verbindenden Dia- 
gonale. Jede der Gegenecken und P entspricht sich selbst. 
Die Diagonale (yP ist die Symmetrieachse und entspricht sich 
ebenfalls selbst. Die Winkel bei und P werden von der 
Symmetrieachse halbiert. 

23) Man beti-achte das einfache Vierseit, welches die Seiten 
CC, &&' hat, und dessen Ecken Tlf, P, M' , sind. Dies Vierseit 
hat zwei Paare OM, OM' und PM, TM' gleicher Nachbar selten. 
Ein solches Viereck wird Delto'id genannt. 

Man soll die Lage der Symmetrieachse gegen die Stücke 
des Vierseits nach Üb. 22 angeben. 

24) (Fig. 12.) Zwei Paare B, B' und C, C von Punkten, 
die sieh für das Centrum A symmetrisch entsprechen, bestimmen 
ein für A symmetrisches vollständiges Viereck. Die Gegenseiten 
BC und B'C' entsprechen sich imd führen auf ein unendlich 
weit entferntes Nebeneek (sind parallel, vgl. G. § 9). Dasselbe 
gilt von den Gegenseiten BC nnd B'C. Jede der C 
BB' und CC entspricht sich selbst. Das Nebeneck, 



n Viereck, welches zwei parallele und awei kon- 
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8 a _ i;bi u^L 1 u 41 chnirt 11. 

sich schneiden,, ist das Gentium dei Symmetrie iiad entspricht 
sich selbst. Wie kajin man a th lie unendlich fernen Neben- 
eeken als sich selbst cntspiechend ausehen?*) Die Abstände BB' 
imd CC werden dmch A haJbieit 

25) Man betrachte das füi A sjmmetriache einfache Viereck 
BCB'G' (Fig. 12) Es hat die leiten SC und B'ü', sowie BC' 
und B'G parallel (| 8 c) Das Vieieek wird Parallelogramm 
genannt (G. § 28). Man soll nach Üb. 24 die Lage des Cen- 
trums A gegen die Stücke des Vierecks angeben. 

26) Zwei Paare 6, h' und c, c' von Geraden, welche sieh 
für das Ceßtrum A symmetrisch entsprechen (Fig. 13), bestimmen 
ein für A symmetrisches vollständiges Vierseit. 

Die Gegenpunkte M und M' entsprechen sich. Der Abstand 
MM' wird von A halbiert. Das Gleiche gilt von den Gegen- 
punkten JV, JV". Aufserdem sind noch zwei unendlich ferne Gegen- 
pnnkte vorhanden. Sie entsprechen sich selbst. Die Diagonalen 
MM' und NN' des voliständigen Tierseits entsprechen sich selbst. 
Die Lage der di-ifcien Diagonale ist nicht anzugeben, denn sie 
enthält zwei unendlich ferne Punkte, während jede Gerade von 
angebbarer Lage nach unserer Anschauung nur einen unendlich 
fernen Punkt enthält**). Jede durch A in das Vierseit eingelegte 
Strecke PF' hat in A ihren Mittelpunkt. 

27) Man betrachte das einfache Vierseit in Fig. 13, dessen 
Seiten h, h', c, c' und dessen Ecken M, M\ JV, W sind. Es 
ist mit dem in Übung 25***) betrachteten Viereck identisch 

*) Anmerkung. .Tcduv uiieadlioli ferne Punkt entspricht sich 
Belbflt für das Centrum G. — Aus atereometrischen Gründen (Abbüdnng 
einer Ebene auf eine andere durch die Perspektive — Horizontlinie — 
rinchtpimkte) sieht man die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte 
einer Ebene als Punkte einer Geraden an (unendlich ferne Gerade). 
För das Centvum A entsprechen sich die Strahlen des Büschels A und 
die Punkte der unendlich fernen Geraden gelbst. iFür eine Achse a 
entsprechen sich die Punkte der Achse und die zu a senkrechten 
Strahlen selbst. Diese Strahlen können als Strahlen eines Bitschela 
mit unendlich fernem Scheitel betrachtet werden. Die aohaiale und 
die centrisohe Symmetrie sind besondere Fälle der sogenannten involu- 
torischen Verwandtschaft. In dieser letzteren ist ein Centrum A und 
eine Äse a vorhanden. Die Strahlen des Büschels A und die Punkte 
der Achse « entsprechen aicli selbst. Rückt der Punkt A in unend- 
liche Ferne, so entsteht die achsiale Symmetrie. Rückt die Achse a 
in unendliche Ferne, so entsteht die centrische Symmetrie. 

**) Anmerkung. Es ist die sich selbst entsprechende unendlich 
ferne Gerade {siehe die Anmerkung au Übung 34). 

***) Anmerkung. Bei der achsialen Symmetrie haben wir als 
symmetrisches einfaches Viereck (gleichsehe nkligea Trapez) und aymme- 
tfisch einfaches Vierseit (Deltoi'd) verschiedenartige Figuren erhalten. 
Dies ist bei der centrisehen Symmetrie nicht der Fall, weil wir die 



y Google 



(Allgemeine Eigenseliaften der Figureu,) 9 

(Parallclogi-amm). Man gebe rtacb, Übung 26 die Lage des Piuiktes 
Ä gegen die Stücke der FigEr an. 

28) Von einem einfachen Vieleck sei bekannt, dafs seine 
Winkel gleich sind. Wie grofs sind diese Winkel, wenn das 
Vieleck 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 Seiten hat? Andeutung. Berechne 
zuerst die gemeinsame GrüfsB der Aufaenwinkel (360" : n) und 
die Viel eck 8 Winkel als deren Supplemente. 

29) a) In einem Viereck sei a = y, ß = S (siehe § 2, 
Üb. 3). Berechne die Winkel, wenn w = 60" (x"). Beweise, dafs 
a ]] c und 6 1 d. 

ß) In einem Viereck ist « = (3 und y = 6. Bereelme die 
Winkel, wenn k = 54" (sP) Bewei'iB, dafs a | c. Wieviel Grad 
raixfs a haben, damit auch & und d parallel seien? 

y) In einem Viereck sei ß = 110" und ß do]>p6lt so grofs 
als d. Die Diagonale SS hilbieie die Winkel ß und S. Man 
berechne alle Winkel dei Figni 

30) In einem Vieieck seien ]e zwei Gegenseiten parallel. 
Berechne die Winkel, wenn « ^^ 40" (90", x"). 

31) iv) Alle Kreise, welche durch einen Punkt A gehen und 
den Mittelpunkt auf einer Geraden & haben, gehen noch dui'cli 
einea aweiten Punkt A'. 

ß) Alle Kreise, welche eine Gerade a berühren und den 
Mittelpunkt auf einer andern Geraden b haben, berühren noch eine 
andere Gerade a (Symmetrie des Kreises für jeden Durchmesser). 

32) An einen Kreis eine Tangente zu legen, welche a) mit 
einer gegebenen Geraden a parallel ist, ß) mit einer gegebenen 
Geraden einen bestimmten Winkel ß bildet. 

y) Mit gegebenem Eadius r einen Kreis beschreiben, wel- 
cher eine Gerade a in einem bestimmten Punkte A berührt. 

33) Es giebt nur einen Kreis, welcher durch zwei Punkte 
A und B geht und in A die Gerade a berührt. Andeutung. Der 
Mittelpunkt eines solchen Ki-eises mufs der in A auf a errich- 
teten Senkrechten und der Mittels enkr echten von AB angehören 
(§ 20, a und e). Zeige, dafs der Schnittpunkt dieser Linien 
wirklich Mittelpunkt eine solchen Kreises ist. 

34) Es giebt zwei Kreise, welche die Geraden a und b be- 
i-übren, wenn die Berührung von a in einom bestimmten Punkte 
A atatthnden soll. 



einüichen Vieiseite mit unendlich fernen Ecken von der Untersuchung 
ausschhefsen Hätte mtw unter den einfachen Vierseiten, welche in 
dim für die Acbae a sym metrischen Vierseit Fig. 11 enthalten aind, 
dasjenige mit den Ecken MM'NN' gewählt, so würde die Eigne 
auob. mit dem einfachen symmetrischen Viereck (Trapea) identisch 
gewesen sein 
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lÜ § 2. UbuLigoTi BU Alisobnitt 11. 

35) Den geometrischen Ort für die Mittelpunkte der Kreiae 
KU bestimmen, welcte, mit dem Eadiue r bescliriel)en , durch den 
Punkt A geben. 

36) et) Welches ist der geometrische Ort für die llittel- 
pimkte aller Kreise c, welche den Kreis h in dem Punkte A 
berübren? Andeutung, Die Gerade, welche das Oentrum von 
h mit A verbindet, ist nach § 17 b) die Centrale beider Kreise. 

j3) Welches ist der geometrische Ort für den Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher mit dem gegebenen H'übmesse (E d ) 
li beschrieben ist und den Kreis a (Hallmessei ) yo a fsen 
bertlhi-t? Andeutung. Ein Kreis, le m t lern Bil s +/ 
um den Mittelpunkt von a beschrieben st 

y) Wie beifst die Antwort zu ß) enn d Be 1 h m^, von 
inneu stattfinden soll? 

S) Einen Kreis zu zeichnen, welche t le b d s 7 i o 

ifsi Kreise a und h von len E 1 e nd 1 e 

i-ührt, wenn 

1) a von aufsen und ö von innen, 

2) a von innen und & von aufsen, 

3) a und h von aufsen, 

4) a und h von innen 
berühit weiden sollen 

37) () Jeder Kreis c dei den Kieis 7 in i beiuhii wiid 
in demselben Pmkte de Taüii^ento a de? Kieioe^ Ä. Iciuhien 
und nmgekebit 

S**) d) Einen Kiei^ z zeichnen welchei len Kieit, / in 
A beiüb t und aulseidem diich den Punkt h i,ebt 

(3) Einen Kiejs z zeichnen welcher den Kieis l, m dem 
Punkte A und aulbeideii noch eine beiide & betühit An 
deutunj, Sehe Ubang 37 

31) Die Pigur zwe ei Kreise und ihier gememsohattliehe 
Tangenten ist svmmetniic}! fili die Centiale beidei Kreide 

40) An zwei Kieise die Hi fsem gemeinschafti eben Tan 
genten (diejenigen bei welchen die Kieise auf leiselben faeite 
liegen) / legen Andentun^ Man ziele mit der Diifeienz Ici 
Eadien um den "\Iittelp nkt des gufseien Kieisea einen ue en 
Kreis md lege d i h den Mittelp nlt \%~, kleinem Kie ^es Tin 
genten an denselben 

41J An zwe K ei e die nneiii gemeinacl ältlichen Tinj,ent n 
zu zeii,bnen (Verwende die Simme dei beiden Radien) 

42) Welches lat dei geometiisebe Oit fui be Mittelivmkte 
aller Kieise, welche zwei gegebene Kreiae von gleichen Eadieu 
berühren? (§ 20 a.) 

43) Einen Kreis c zu konstruieren, welcher zwei Kreise h 
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(All gerne ne Eigenschaften dei Figuiou) 11 

und &' von. gleiuhen Radien und zwai den einen, i xn einem 
bestimmten Punkte A beiahit fÜtung 3b a md 42 ) 

44) Einen Kieib zu konetimeien welciiei Iie Geiade a iii 
einem bestimmten Punkte Ä lad lufaerdem einen Kieis l Le 
rührt. Andeutint, Eisetie « duruh emen Kreis Ä. welohei 
mit k' gleichen Kadms hat und die *Terade « m -i beiuiiit 
Ein Kreis c, weichet 7 in j1 Iieiubit wiid dann von selbst auth 
die Gerade a in diesem Punkte bemliien (2 Losungen weil lei 
Kreis k auf beiden Seiten dei (jeiaden in^enommeii weiden kann) 

45) Einen Kieis t zu knnstiuieien, welchei awei beliebige 
Kreise k und / xnd zwai den eisten la einem bestimmten 
Punkte A berühit Andeutung Eisetze wiedei di^n Kie s J 
durch einen andern wekhei k n 4. beiühit (Zwei Lusungea ) 

46) k) Wenn m emem Tieieck i = & ind t == (?, so wnd 
es diirch die Diagonale ÜX) m awei kongiuente Dteiecke geteilt 
Folgere, dafs BD die Winkel ß nnl ö halbieit und dafs a = y 

ß) Wenn m einem Dieieek i = h so wud das elbe dirth 
('" in zwei kongiiente Dieieeke geteilt Prlgeie dafs y duieh t 
halbiert wird, daft r = ß nd dala i mit c gleiche (rechte) 
Winkel bildet. 

ji) Wenn in emem "Vieieuk i = r md Z = (? so wiid es 
durch jede Diagonale in zwei kongiuente Die ecke geteilt 
Folgere, daJs die Dia8om,le A( mit « ind i. gleiche Winkel 
bildet. Polgere hiera s wiederum dafs « [{ Bewe se a if ent 
sprechende Weise dafa V \\ ä 

47) ß) Em Vieieok wud duich die D igonalen m viei Diei 
ecke geteilt. Wenn die DiagonsJen emandei halbieien ao amd 
diese Dreiecke paaiweise kongr ent F Igeie laiais dals A( 
mit a und c gleiche Winkel lildet nl dafs o \\ t Beweise 
auch, dafs & || ä 

ß) Wenn m einem Dieieck t a t g senlaeeht steht so 
wird es durch diese Linien in z^ei krngiuente Die ecke geteüt 
Folgere, dafs «■=■&, a = ß 

y) In einem Dieieck sei / = Ö Die Hill leiung linie ^ m 
y teilt das Dreieck in zwei kongiuente Dieiecke Folgeie, difs 
diese Halbierungslinie d e Seite c m dei "Vlitte tiifft 

48) n) Wenn in einem Dieisük t = ö so wiid lisselbe 
durch die Höhe h m zwei kongi lente Dieiecke geteilt 

ß) Wenn m einem Vieieck n = l unl |3==J = 90' si 
wird dasselbe dnch die Dngonale 4C in zwei kongiuente Drei 
ecke geteilt. 

y) In einem Dreieck sei a^=l} und infolge dessen a = ß 
nach § 12 b. Verbinde G mit einem Punkte B von AB^ welcher 
nicht in der Mitte von AB liegt. Die Dreiecke haben drei 
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12 <) 3 ÜLungen zu Abschnitt II. 

Stücke enfcspie hend gleith a = &, k = |5, CD = CD, Trotz- 
dem sind dleselbeu mclit kongruent. Vergleiche g 19 d. 

49) a) Wenn die WinJiel « und y eines Vierecks von dei' 
Diagoaale Af"' halbieit weiden, so wird das Viereck durch ÄC 
in zwei kongiuente Dieiecke geteilt, 

j3) Wenn in einem Viereck je zwei gegenüberliegende Seiten 
parallel sind, so wird es durch jede Diagonale in awei kon- 
gruente Dreiecke geteilt. 

50) Wenn in einem Dreieck c = (3, so wird dasselbe durch 
die Halbierungslinie des Winkels y in zwei kongruente Dreiecke 
geteilt. Polgere daraus, dafa « = &. 

51) Dui'ch den Punkt Ä eine Parallele zu einer Geraden a 
zu ziehen (ohne Hilfe des Winkelmessers mit § 19 b). 

52) Die Siunme der Strecken DA und DU (Fig. 8), welche 
den Punkt D im Innern dee Dreiecks ABC mit den Endpunkten 
einer Seite verbinden, ist kleiner als die Summe der übrigen 
Seiten. Andeutung. Ersetze in dem gebrochenen Wege ACS 
das Stück ACE durch das kürzere AE unä in dem abgekürzten 
"Wege AEB wieder das Stück DEB durch das kürzere DB. 

53) Wenn man einen Punkt im Innern des Dreiecks durch 
die Strecken m, n, j) mit den Ecken verbindet, so ist 

54) k) In einem Viereck mit bohlen Winkeln ist die Summe 
der Diagonalen gröfaer als die Summe zweier Gegenseiten. 

/3) Wenn in einem Dreieck ein Winkel wächst, während 
die ein sehliefs enden Seiten gleich bleiben, so wächst auch die 
gegenüberliegende Seite. Andeutung, Man benutze die Pigur 9, 
indem man voraussetzt, dafs a und a gleich seien. Wenn der 
Winkel y gewachsen ist, so mufs ein anderer Winkel, es sei 
der Winkel «, abgenommea haben. Legt man die Dreiecke mit 
dei' Seite AC aneinander, so müssen AB' und CB sich not- 
wendig schneiden (in 0). Dann ist nach «): c ■]- a'> c -{- a'\ 
weil aber a = a', so ergiebt sich, dafs c > C. 

55) In einem Viereck mit bohlen Winkeln ist die Summe 
der Diagonalen kleiner als die Summe der Seiten, aber gröfser 
als die halbe Summe der Seiten. 

56) Der gerade Weg awischen zwei Punkten ist küraer als 
jeder gebrochene Weg. 

57) Wie gi'ofs sind die Peripherie \vinkel über dem S"*", 
4*™, 5'™, 6"™, lO"™ Teüe der Peripherie? 

Wie grofs sind die Peripherie winkel, welche zu Bogen von 
15, 30, 90 Grad gehören? 
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{Allgemeine Eigenschaften der Figuren,) 13 

58) Vier Punkte teilen len Kieis in viei lut einander 
' ~:)gen von 20", 100" SO" IbO" ^\ie greis ^md die 

Winkel, welche man erhält, wenn le \iei P nkte laaiwe&e 
durch Gerade verbunden werden ■' 

59) Ein Selfantenwinbel von 16" steht ul ei e nem Kieis. 
bogen von 40". Wie grofs ist dei Bogen dei zwischen seinen 
Sehenkeln liegt? 

60) Ein Sehnenwinkel von 40° steht ubei einem Bogen 
von 60". Wie grofs ist dei vun lern Scheitelwinkel finge 



61) In einen Ereis ein Dieie k ?i zeichnen lAelche f,e 
gebene Winkel hat 

62) Bin ICreis ist dmch de Pinkte Ä F C bestimmt 
Man zeichae die Tangenten m d eaeu P nkten d icli Antragen 
der Winkel a, ß y des Dreiecks J,7 C (§ 24 b l) 

6^) ZwiBohen awei Punkten A und B einen Kie abngen voi 
18" an zeichnen 

64) Einen Punkt zu finden \on welchem ais z^^ei an ein 
ander stolbende '^tteeten a nnd 6 bezüglich intei den Winkeln 
a und ß gesehen weiden (§ 25 a) 

65) Je zwei Ecken eine» Dieieeks nd die Pifspunkte dei 
zugehöiigeu Hohen hegen aut einem Kioi e i J Ä Ji m 
Eig. 20 hegen an£ einem Kiei e 

6b) Die m Eig. 20 mit a beKeichneten Winkel sind gleich 
ebenso die mit ß bezeichneten Die A\inkel ß und « Sind untei 
sich gleich (§ 24 b). 

67) Die Höhen eines Dieieeks halb eren den Winkel dey 
von den Eufspunkten gebildeten Dreiecka (Eig 20} 

68) Die Höten eines Dieiecka 'ic.hneiden ich m einem 
Punkte. (Siehe Eig. 20 und wei de Übung t>7 sowie ^ 21 « an ) 



Übungen zu Abschnitt II (zweite Folge) § 

1} Konstruktionen nach analytischei Methode Man 
zeichnet die gesuchte Pigui willkilrhch (ohne Rücksicht auf dif 
gegebenen htücke) Indem man sodann ans den Stucken diesei 
Figur diejemgen Stücke konstruieit, welche von gegrtenei Gicfse 
sein sollen, entstehen Hütefiguien, von welchen man unteisicht, 
ob sie duieli die gegebenen Stucke bestimmt sml lat dies dei 
Fall, so konstiuiert man die Hilfsflguien und aus diesen wiedei 
die gesuchte Ei^ui 

Beispiel. Ein Dreieck zu konstruieren, in welchem em 
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14 § 3- Übungen zu Abschnitt IL 

Winkel, die gegenüberliegende Seite und die Summe der an- 
liegenden Seiten von gegebener Gröfae sind. 

Aualyais. Das gesuchte Dreieck sei ABC (Fig. 21), der 
gegebene Winkel (3 und die gegebene Seite AC. Mache auf der 
Verlängerung von AB die Strecke BS = BC, so ist ÄX> die 
gegebene Summe und 5 die Hälfte des gegebenen Winkels |5 
(§ 11 b und 12 b). 

Da nun in dem Hilfsdieieok ACI> der Winkel S, die gegen- 
überliegende Seite AC und die anliegende Seite AD gegeben ist, 
so läl'st sich das Hilfsdreieck und daraus das gesuchte Dreieck 
konstruieren. 

Konstruktion. Mache EF (Fig. 22) gleich der gegebenen 
Summe, -^ EFG gleich dem gegebenen Winkel ^, den man 
durch die Gerade FR halbiert. Beschreibe um E mit der ge- 
gebenen Seite den Kreis, der FH im allgemeinen in J und J' 
trifft. Zielie JK und J' E" pai'allel mit FG-, so Ist sowohl 
EJK als EJ'K' das gesuchte Dreieck. 

Beweis. -^ EKJ = EEG = dem gegebenen Winkel, weil 
JE mit FG parallel ist. Ferner JK ^ KF, weil die mit S 
heaeichneten Winkel einander gleich sind; folglich EK -\- KJ ^ 
EZ+ KF=^ EF=^ der gegebenen Summe. Endlich .E J" = 
der gegebenen Seite. Ebenso beweist man, dafs EJ'K' den For- 
derungen der Aufgabe genügt. 

Determination. (Angabe der Grenzen, innerhalb deren 
die Gegebenen liegen müssen, damit die Aufgabe lösbar sei.) 
Die Aufgabe ist lösbar, wenn der Halbstrahl FH von dem Kreise 
Tim F getroffen wird. Dies ist der Fall, wenn die gegebene 
Seite nicht kleiner ist, als die Entfernung der Geraden FS von E, 
Die Dreiecke EKJ und EK'J' sind nur durch ihre Lage ver- 
schieden. Um dies zu zeigen, ziehe man mit EF um E einen 
Kreis, welcher die Halbierungslinie des Winkels EFG in H 
schneiden möge. Die gleichzeitige Mittels enkreehte a von JJ 
und HF mufs durch E gehen (§ 20 a). Die Winkel B.EJ' 
und JEF sind gleich, weil sie sich für die Achse a symmetriscli 
entsprechen. Auch Winkel EJ'K' ist von derselben Gcöfse 
(Wechsel Winkel). Die Dreiecke EKJ and EK'J' haben also 
die Winkel bei E und J', die Winkel bei K und K', sowie die 
Seiten EJ und FJ' entsprechend gleich (eine Seite und zwei 
Winkel) und sind kongruent. 

2) a] Ein rechtwinkliges Dreieck (y = 90") zu konstniieren 
aus 1. a. h. 2. a, ß. 3. e, a. i. c, a. 5. c, a — ;3 = S. 

ß) Ein Dreieck zu konstruieren aus 1. a, h, h. Analysis, 
ABC sei das gesuchte Dreieck. Durch Einzeiehnung von h 
entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke, die beide konstruier bar 
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(Allgemeine Eigeaschaften der Figuren.) 15 

sind, 2. a, a, h. 3. a, ß, h. 4, w, q, h. 5. a, h, p. 6. h, p, a- 
7. c, i <C (f 8 y w ^wc d a -\- b = l (t — b = Je, h. 
10. y, ß — j3 = d 7 

yjI/nD ekuknt nau 1 ij Analysiä. 

Eines d d liEn hnng /nttd n 1 twinkligen 

Dreieck st d 1 j imd a k n t l n 1 1 f fc die Mittel 
Kur Voll nd d D k A£C G h fü i n fehlenden 

EckpuaU w Ot axi 2 ß,p, j 3 a y,} 4 ^ ,t 5.a,ß,t. 
6. c, |3, i. 7. «, ^, M-. 8. a, |3, iu. 9. (3, y, w. 10. c, 7i, (. 11. a, h, t. 
l±a,Ji,f. 13. a,h,w. li. ß,}i,w. 15. « + & = ?, (3, ft. 16. a, 
„ — |3 == rf, Ä. 17. a, fe, jj — 3 = i. 18. a,ß,h-\-h = l 19. fe, 

«, 7( 4- ?> = ^■ 

d) Man mache sich Biir Aufgabe, sämtliche Seiten und 
WinkftL der benutzten Hilfsdreiecke darauf zu nnteisuchen, ob 
sie sich durch Stücke des Dreiecks ÄSC ausdrücken lassen &o 
ist zum Beispiele in der 10'*" Aufgabe unter y) m dem Hilla 
dreieck mit den Seiten h, t die 3^ Seite (p — q) i, m dem 
Hilfsdi-eieck mit den Seiten 7*, w (13'^ Aufgabe untei y) ist 
■^Aw = (« — ß) ■ ^- Man bildet alsdann leicht neue Aufgaben, 
zu deren. Lösung die gefundene Beziehung den Schlüssel bildet. 
Z. B. Dreieck aus p — q^l,t und a («}*); p — Q^l,h und 
a (a)- tt — j3 = Ö, Ä und o; a — ß = ä, iv, a. 

s) Ein Viereck zu konatmieren aus: 1. a, i, c, d, f. 2. n, ä, 
f, ß, ä. 3. a, d, f, 5, l. 4. M, K, f,e,E. 5. a + & = l, a, d, f, S. 
6. a, f, a,ß,y. 7. & — c = l, d, e, ä, e. 8. &, e, /; y, -^ ae. 9. «, t, 
cle-j-f=ha- 10. ß, 6, c, (3, y. 11. «, &. d, e, ^ «e. Analysis 
zu 4. Dreieck -ä5i> ist aus a, a und f konsti-uierbar. Für C 
hat man als Örter: 1) Die Gerade, welche durch Ä so gezogen 
ist, dafs sie mit f den Winkel s bildet; 2) den Kreis, welcher 
mit e um Ä geschlagen ist. 

3) Wenn man dui-ch den Schnittpunkt der Halbierungslinien 
zweier Dreiecks winkel eine Parallele mit der eingeschlosaenen 
Seite zieht, so ist dieselbe so grofs als die Summe der nicht paral- 
lelen Seiten in dem abgeschnittenen Viereck (Trapez). 

4) Durcli einen gegebenen Punkt zwischen den Schenkeln 
eines Winkels eine Gerade so zu ziehen, dafs sie von beiden 
Schenkeln gleiche Stücke abschneidet. 

5. Zwei Geraden b, ö' (Fig. 2S) können nicht bis zu ihrem 
Durchschnitte verlängert werden. Man soll a) ihren Winkel be- 
stimmen und ß) die Halbierungslinie des Winkels ziehen. An- 

*) Das eingeklammerte Stück liefert eine 2** Aufgabe, wenn es 
für a gesetat wird; Dreieck aus p — g, f und a. Diese Abkürzung in 
der Aufgabenstellung ist auch im folgenden angewendet. 
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16 § 3. Übungen zu Abschnitt II. 

deutuBg. Ziehe durch den beliebigen Punkt B auf & die Par- 
allele c zu ö'. CBE ist der gesuchte Winkel. Halbiere den 
Winkel BBC durch BB' und beweise die Gleichheit von |3 und ^. 
Die Mi ttelsenkr echte a = von BB^ ist die gesuchte Halbierungs- 
linie, weil h uad h' symmetrisch au a aiucl. 

6} In einer gegebenen Geraden einen Pimit A zu suchen, 
welcher a) von zwei gegebenen Punkten B und B' gleiche Ent- 
fernung hat, (3) von zwei gegebenen Geraden h und V gleiche 
Entfernung hat. 

7) In einer Geraden a einen Punkt A zu suchen, so dafe 
die von ihm nach zwei gegebenen Punkten B und ö (auf der- 
selben Seite von a) gezogenen Geraden gleiche Winkel mit a 
bilden. Andeutung, B imd C mit ihren für a entsprechenden 
Punkten bestimmen ein symmetrisches gleichschenkliges Trapez. 
Die Symmetrieachse a geht durch den Schnittp\iiikt A der Dia- 
gonalen und halbiert die dort gebildeten Scheitelwinkel. A ist 
also der gesuchte Punkt. 

8) In der Geraden a einen Punkt A zu auehen, so dafs 
die Summe der Entfernungen AB und AC so klein wie möglich 
ist, Andeutung, Der gesuchte Punkt ist wieder der Schnitt- 
punkt A der Diagonalen in dem symmetrischen Viereck BB'C'G. 
Das Minimum der Entfernung s summe ist eben die gemeinsame 
GrSfse der Diagonalen. Jede andere Entfernungssumme stellt 
sieh als gebrochener Weg zwischen B und G' oder C und B' dar. 

9) Den geometrischen Ort der Mittelpunkte gleicher Sehnen 
zu bestimmen. 

10) Den geometrischen Oii derjenigen Punkte zu bestim- 
men, von welchen aus Tangenten von gegebener Lange an den 
Kreis gezogen werden können. 

11) Den Ort für diejenigen Punkte zu suchen, aus welchen 
an einen gegebenen Kreis Tangenten gezogen werden können, 
welche den Tangentenwinkel a mit einander bilden. 

12) «) Konstruiere ein Dreieck aus; 1. a -\- h ^=' l, c, ß. 
Analysis. Verlängere a um &, damit l als Strecke vorliege; ein 
konstruier bar es Dreieck entsteht nun, indem man den Endpunkt D 
von l mit A verbindet. Auf den noch fehlenden Eckpunkt G 
des Dreiecks ÄBG kommt man durch § 20 a, 2. c, a \- h = l 
und y Qi', a, h"). S. « + Ö = i, a und ß (h"). i. a — b = l, c 
und ß (h', y, a, h"). 6. a~i = l, cexmdß (h"). 6. a + b-\-c^l, 
« und ^. 7. a ~ i -\- c = l, et und ß. 8. p — q = l,a und ß (b). 
9.p — s = l,a,'b. 

ß) In Befolgung von § 3 Übung 2 ö findet man: 1, In dem 
bei dem ersten Beispiele in Übung 12 « benutzten Hüfsdreieck 
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iat der Gegenwintel zur Seite a -i- b = l gleich 90" + — ö '*^ 
je nachdem die längere Seite um die kürzere yerlängert wurde 
oder Timgekehrt. — Dreiecli aus a -\- b ^^^ l, a — ß =^ S und 
c (h', li"). 2. Id. dem bei dem 4^^" Beispiele in Übung 12 a be- 
nutzten Hilfsdreieck ist der Gegenwinkel zur Seite a — h = 1 
gleich — ~^; gleichgültig, ob die gröfsere Seite um die klei- 
nere verkürzt oder die kleiaere um die Differenz « — ö = i 
verlängert wurde. — Dreieck aus a — i ^ l, a — j3==d und 
c (&', h'y 3. Das bei dem 8*™ Beispiele in Übung 12 a be- 
nützte Hilfsdreieck enthält die Seiten p — S, «, Ö und die Winkel 
180" ■ — a, ß, tt — ß. — Dreieck ans a — ß <= S, a und ö 

y) Konstruiere ein Dreieck aus; 1. c, y und t (j), u). Welche 
dieser Aufgaben wird für y = 90" unmöglich oder unbestimmt? 
2. c, h', h". 3, r, c und a {t,p, u,u — v, a — ß, a ~{- 2y). 4, r, a 
\ind j3 ((', h'"). 

d) Konstruiere ein Viereck aus a,d,a,y und c (e, e, 6 + e). 

13) Der Ort für die Spitzen C aller Dreiecke, welche über 
der Grundlinie c konstruiert sind und den gegebenea Winkel y 
haben, iat ein Kreisbogen über der Sehne AS. Der Ort für die 
Mittelpunkte der Kreise, welche diesen Dreiecken einbeschrieben 
sind, ist ein Kreisbogen, welcher über der Sehne ÄS den Winkel 
90"+ |- faXst (§ 2 Üb. lö). 

14) a) Die Tangentenabsehnitte , welche von den Ecken 
ABC dea Dreiecks bia zu den Berührungspunkten des einbe- 
schiiebenen Kreises reichen, sind paarweise gleich und mögen 
bezüglich X, y, z heifsen. Aus x -\- y ^ c, ;/ + s^=a, 2-j-« = i) 

folgt durch Addition x -\- y -\- e ^ ■■■■ - ^ , welcher -Wert 

mit s bezeichnet wird. Durch Subtraktion folgt: x ^ s — a, 
y = s — 6, 2 = s — c. — Dreieck aus: 1. p, ö -{- c — a,ß (c). 
2. K, ö + c — a und (3 (c). 3. p, c, ö ± a. 4. p, a + & — c, w. 

(3) Die Tangentenabsehnitte, welche von den Ecken ABO 
des Dreiecks bis zu den Berührungspunkten des der Seite c an- 
beachriebenen Kreises reichen, mögen /, y , s heifsen. Ans 
^ + / ^ "i «' — Z*' = «I ^' — x' = b folgt durch Addition: 
/ = "^ . T -., ^ g Tuid nun a;' = s — fc, y' = s — a. — Drei- 
eck aus: 1, a — 1} -\- c, q" und ß (y). 2. a -\- h -j- c, §'", a. 

*) Wem! ^ > «, 30 Betreibe r '7 " . 
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18 g i. Übungen zu Absclinitt IIl, 

15) ci) Jede Dreiecksseite wird durch die Bei-tthrungspunkte 
des ein- und aiibe seh rieb enea Kreises in drei Abschnitte geteilt, 
von denen die beiden liafsem einander gleich sind. 

ß) Die Berührungspunkte Kweier aubeschriebener Kreise mit 
dem Träger einer Dreiecksseite sind von den Endpunkten dieser 
Seite gleiehweit entfernt. 



1. Übungen zu Abaclinitt III (die besonderen Vielecke). 

1) In dem gleichsckenkligen Dreieck entsprechen sich die 
durch die Endpunkte der Giundliuie gezogenen Winkelhalbieiea 
den (Höhen Mittellinien) für die Symnietiieachse und achnetden 
sich also auf die^ei Achse (§ 6 d) 

2) Das gleichseitige Dieieck hat drei S^mmetiieachsen welche 
mit den Winkelhilbierenden, Hohen, Mittellinien des Dieiecks zu 
sammenfaüen Diese drei Sj mülBtne^chsen schneiden ■.ich in 
einem Punkte (Üb l) 

3) Ein Dieieck ist gleich sohenUig k) wenn die HilbieiuiiE,3 
linie a eine? Winkels auf dei gegenüberliegenden Seite senkiecht 
steht, ß) wenn die duich ein Eck gezogene Mittellinie auf dei 
gegenüberliegenden Seite senkrecht steht, y) wenn die Mittel 
senkrechte einei Seite duich das gegenübei liegende Eck gebt 

4) Ein Vieieck ist ein Deltold, a) wenn eine Diagonale die 
Winkel, wekbe ^le duichzieht, halbieit, ß) wenn eine Diagonale 
die Mittelsenkiethte der andern ist 

5) Ein gleichschenkliges Tiapez (Vieieck mit zwei paial 
lelen und zwei koiivei Renten, abei gleichen "weiten), IM zwei 
Paare gleichet Ifachbii Winkel Andeutung Ziehe 6J> ]| C B 
(Fig. 24), so entsteht ein Parallelogi amm Beweise, dafs Dieietk 
BCD gieichaohenklig ist 

6) Jedes gleich seh enkbge Tiapez ist symmetrisch für eine 
Achse. Diese Achse geht duich die Punkte, in welchen sich die 
Träger der convergenten Seiten und die Diagonalen schneiden 
Sie halbiert den Winkel daselbst Auch ist die Achse die Mittel 
aentoeehte emei jeden der paiallelen Seiten ((rrundlinien) An 
deutung, Veilangeie BC und B C bis iam Schnitt m A 
(Fig. 24). Beweise, dafs die Dreiecke BB'A und CC'Ä gleich- 
schenklig sind (Üb. 5, § 12 j3). Ziehe die Halbierungslinie des 
Winkels A, welche eben die Symmetrieachse ist. Das Übrige 
findet sich leicht. 

7) Durch den Punkt A die Parallele i;ur Geraden a zu 
ziehen. Andeutung. Setze in dem beliebigen Punkte B von a 
(Fig. 26) ein und ziehe durch A den Kreis 1, welcher « in 
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Eigenschaften der I'igiiren,) 19 

trifft. Beschreibe mit demaelbeii Radius und A um C die Kreise 
S und 3, welche den Punkt S der gesuchten Parallelen bestim- 
men (§ 29 b). 

8) Wenn man durch jeden Eckpunkt eines Dreiecks ABC 
eine Parallele zur gegenüberliögeudeu Seite zieht, so entsteht ein 
neues Dreieck, in welchem A, B, C die Mittelpunkte der leiten 
sind. Die Höhen des Dreiecks ABC sind die Mittehenki echten 
der Seiten des neuen Dreiecks, Auch hieraus (vergl § 2 Üb 68) 
kann man scbliefsen dafs die Höhen les Die euks AB C sich 
in einem Paukte chneiden 

9) Alle Senkiechten zw suhen iwei Parallelen b nd eininler 
gleich (§ 29 a) Die geme nsame Lan^e leisellen ivu 1 lei 
Abstand der Paiallelen genannt 

10) Der geometiiache Oit illei Pmkte welch \on einei 
Geraden a den AI stand ! halei besteht au& iwei z i iiial 
lelen Geraden & inl r welche in diesem Abstanle 1 geaog,en 
sind. Andeutung zum Bewe a Alle P nkte aii h und (. haben 
von « den Abstanl ] Alle P nkte m dem von J nd ein 
gesehloäsenen Stieifen haben kleineie alle aifseihalb des btiei 
fens gelegenen Punkte haben gilfseie Abstände 

11) Innerhalb emch Winkels emen Punkt zu suchen, welchei 
von den Schenkeln gegebene Abstände hat. 

12) Ein Parallelogramm, dessen Diagonalen gleich sind, ist 
ein Eechteck. 

13) Ein Parallelogramm, dessen Diagonalen senkrecht auf- 
einander stehen, ist ein Rhombus. 

14) Wenn eine Figur zwei zu einander senkrechte Symme- 
trieachsen hat, so ist sie auch symmetrisch für den Schnittpunkt 
der Achsen. In einer solchen Figur gehören jedem Punkte B 
drei andere Punkte B'-, B' , B'" zu, welche mit ilim ein Eechteck 
bilden. Andeutung. (Fjg. 27.) Dem Punkte B entspricht B' 
für die Achse a und B" für die Achse «'. Die Strecken AB' 
und AB" sind gleich, weil sie beide der Strecke AB für eine 
Achse entsprechen. Der Winkel B'AB" ist ein gestreckter, 
denn er ist doppelt so grofa, als der rechte Winkel zwischen 
a und a'. Daraus folgt, dafs B' und B" sieh für A aymmetrisoh 
entsprechen. Dem Punkte B" entspricht noch B'" für die Achse a. 
Dann entsprechen sich auch B und B'" für den Mittelpunkt A. 
Die Figur B B" B'" B' ist ein Parallelogramm, weil sich die 
Ecken paarweise für A entsprechen. Sie ist ein Rechteck, weil 
der Winkel B'BB" ein rechter ist. 

15) In jeder Figur, welche zwei zu einander senkrechte 
Symmetrieachsen hat, gehören zu einer Geraden drei andere, 
welche mit ihr einen Rhombus bestimmen. 
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20 § 4. Übungen zu Abschnitt III. 

16) Wenn eine Figur für eine Actse n imd einen Punkt A 
auf a, symmetriaeli ist, so bat sie nocli eine aweite Symmetrie- 
acbse «', welche durcli A geht und auf a senkreclit steht. An- 
deutung, (Fig. 27.) Dem Punkte B' entspricht für a der 
Punkt B und für A der Punkt B" . Die Strecken AB und .äJS" 
sind gleich, weil sie beide gleich AB' sind. Man ziehe nun die 
Gerade a senkrecht auf a. Die Winkel k' sind gleich, weil 
jeder der Komplementwinkel zu einem der gleichen Winkel k ist. 
Wenn die Winkel «' gleich und AB ^ AB"y so sind B, B" 
für die Achse a symmetrisch entsprechend. 

Die folgenden Konstruktionen 17 — 24 sind mit dem Lineale 
allein auszuführen. 

17) Ein Parallelogramm ist gegeben. Man soll demselben 
ein anderes Parallelogramm einschreiben, von welchem der Träger 
einer Seite gegeben ist. 

18) Ein Parallelogramm ist gegeben. Mau soll demselben 
ein anderes Parallelogi-amm umschreiben, ¥on dem ein Eckpunkt 
gegeben ist. 

19) Ein Eechteck mit seinen Achsen ist gegeben. Man soll 
um dasselbe einen Rhombus beschreiben, von dem der Träger 
einer Seite gegeben ist. 

20) Man soll in einen Ehombus ein Rechteck zeichnen, von 
dem ein Eckpunkt gegeben ist. 

21) In das Achsensystem eines Eeehtecks zu einer 1; 
Richtung (welche dui-ch keinen Eckpunkt geht) <" 
Rhombus zu zeichnen. 

22) In das Achsensystem eines Rhombus oder eines Recht- 
ecks au einem beliebigen Punkte das zugehörige Eeehteek zu 
zeichnen. 

23) In das Achsensystem eines Rhombus soll man zeichnen: 
«) Ein zweiachsiges Achtseit, welches durch zwei Seiteu- 

riehtungen in demselben Quadranten bestimmt ist. 

(3) Ein zweiachsiges Achteck, welches dui'ch zwei Ecken in 
demselben Quadranten bestimmt ist. 

24) «) Ein zweiachsiges Seohsseit zu zeichnen. (Man ziehe 
eine Seite senkrecht auf einer Achse und eine zweite beliebig.) 

(3) Ein zweiachsiges Sechseck zu zu zeichnen, (Man nehme 
einen Eckpunckt auf einer Achse an.) 

25) Um ein Viereck, dessen Gegenwinkel supplementär sind, 
kann man einen Kreis ziehen. Andeutung. Ziehe den Kreis 
durch J., £, C in Fig. 28. Bogen AEG ist der Ort für die 
Punkte, aus welchen die Sehne AC unter dem Winkel 180" — (3 
gesehen wird. D mufs also auf diesem Bogen liegen. 

26) In ein Viereck, in welchem je z' ' 
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Summe liefern, kann man einen .Kreis zeichnen, Andeutung. 
Wenn man (Fig. 39) im Viereck ABCB den Kreis zieht, der 
BÄ, AB, JBC berührt, und Yon beiden Summen gegenüberliegen- 
der Seiten die Gröfse x -\- y abzieht, so bleibt die Bediagang 
NC -\- MB = OB. Würde nun der lö-eis nicht von CB, son- 
dern von CE berührt, so hätte man (§ 31 «) auch NC + ME 
= CE. Durch Subtraktion erhält man ME — MB = BE = 
0E~ CB, was unmöglich ist (§ 19 a, Folgerung). 

27) In jedes Deltold läfst sich em Kie s ze ebnen. An- 
deutung. Nach Übung 26, oder: Ziehe den Kiei so, dafs er 
drei Seiten berührt; beweise (§ 16 b, 2) daTs dei Mittelpunkt 
auf der Symmetrieachae liegt und schliefe auf § 16 a dafs er 
auch die vierte Seite berührt. 

28) Um jedes gleichschenklige Trapez lafbt ei h em Krei-5 
zeichnen. Andeutung. Nach Übung 26 odei Ziele den Kreis 
durch drei Eckes; beweise, dafs der Mittelpunkt auf der Sym- 
metrieachse liegt (§ 16 b, 1) und sebliefse au § 16 a dafs der 
Kreis auch durch den vierteu Eckpunkt gebt. 

29) Unter welchei' Bedingung läfst sich ein Kreis aiehen 
a) um ein Deltoüd, ß) in ein Trapez? 

30) Ein regelmäfsiges Vieleck ist symmetrisch a) für jede 
Halbierung shnie emcs Winkels, (5) fui jede Mittels enki echte einei 
Seite Andeutung In beiden F6,llen beweist man sehi leicht, 
d-ÜB beideiseits die beiten, Ecten, Winkel si h paaiweiso fui die 
Achse symmetiisch entsjnechen 

31) Ist die Seitenzahl des legelmarMgea Vielecks un^eiade, 
so isi jede Halbierungslinie emes Winkels zugleich die Mittel 
benkiechte dei j,egenttbei heg enden Seite Das Vieleck hat ^Iso 
n gleichartige Symmetiieacbsen Andeutung Nachdem min 
duich das Eck Ä die Halbierung slmie de-* Winkels als Ach'ie 
gezogen hit, bleibt noch eme geiade Zihl von Ecken ubiig 
Die zwei letzten dieser Euken entsprechen sich auch füi die ith^e, 
wekhe somit die Mittels enki echte dei sie veibindenden "Vielecki 
Seite ist 

32) Ist die Seitenzahl det. legelmafaigen Vielecks geiade 
so wird jede Halbieiungslmie eines Winkels duich den gegen 
ubeihegenden Eckpunkt geben und den Winkel daselbst halbieien 
Jede Wittelaenkrecbte einei Seite wirl auch die gegenübei hegende 
Seite senkiecht halbieien Dis Vieleck hat n 3 Symmetiieacbsen 
dei einen und ebenso viele Symmetiieacbsen dei indem Alt An 
dentung Hit man den Winkel am Eckpunkt A halbieit, so 
weiden wegen dei paaien Seitenzahl zuletzt zwei Seiten ubug 
sein, welche sich ftii die Achse entspechen Ihi Schnittpunkt 
das dem Punkt A gegennbei liegende Eck, mufs also aul dei 
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22 § 6. Übungen zu Abeclinitt JII. 

Achse hegen und dei Winkel daselbbt wud von dei Achse 
halbieit u s w 

33) Die n &ymnjetii6'\c5i&en eme& legelmdfaioen Vielecks 
gehen lUe dmch den Mittelpunkt des dem Vieleck unibe&ehrie- 
henen Kiei&es Sie smd TiHgei von doppelt io vielen Halb- 
strahlen, tvelclie den Winkehaum vm BöO** in 2 k gleiche 
Teile teilen Ist die Seitenzahl des Vielecke geiade, «o kann 
man die Anzilil dieaei Winkel diicli 4 teilen, und kommt 
&o auf einen lecliten \\inkel Solche Vieleoke haben also &ym- 
metiieach&en , die auf einandei senkiecht stehen, und sind sym- 
metiisoh füi den llittelpimkt des nmbebchiiebenen Kieiees (TJb 14). 
Bei den ■\iel6cken mit ungeiadei beiten,!ahl i&t dies mcht dei Fall. 

di) Em feehnenvieleck ist legelmäfaig, wenn seine Seiten 
gleich sind. Andeutung. Die den Seiten zugehörigen Contri- 
Winkel sind auch gleich, das Vieleck ist also nach § 32 a 



35) Ein Tangentenvieleek ist regelmäfsig, wenn seine Winkel 
gleich sind, Andeutung. Die Halbieruugslinien der Vielecks- 
winkel gehen durch den Mittelpunkt des Kreises. Jedes der so 
entstandenen Dreiecke ist gleichschenklig (§ 12 ß), so dafs je 
zwei auf einander folgende Ecken und deshalb alle Ecken vom 
Mittelpunkte denselben Abstand haben. Aufserdem sind die 
Oentriwinkel in diesen Dreiecken gleich. Das Vieleck ist nach 
§ 32 a regelmSfsig. 

36) Ein Sehnenvieleck von ungerader Seitenzahl ist auch 
regelmüfsig , wenn seine Winkel gleich sind. Andeutung. 
(Fig. 30.) Zeige, dafs das Vieleck für die Mittelsenkrechte a 
irgend einer Seite symmetrisch ist. B und C sind symmetrisch 
zu a. Die Strahlen BU und CD sind wegen der Gleichheit der 
Winkel B und C symmetrisch entsprechend, folgliok auch ihre 
Schnittpunkte E und D mit dem für a symmetrischen Ki-eise. 
So weiter sohliefsend findet man, dafs irgend zwei auf einander 
folgende Seiten (ihr Schnittpunkt sei das Eck P) für die Mittel- 
senkrechte der dem Eckpunkte P gegenüberliegenden Seite sich 
symmetrisch entsprechen und gleich sind. 



i. ÜliujigeE ZU Absehaitt III. 

1} a) ein gleichschenkliges Dreieck (Grundlinie c) ku zeich- 
nen aus 1. a, y. 2. c, a. 3. a, c. 4. a, «. 5, aus dem Umring 
und der Höhe. 

|3) ein rechtwinklig gleiolischenkliges Dreieck aus seiner 
Höhe zu seichnen. 
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(Die besonderen Vielecie.) 23 

y) ein g leicht eitigeb Dieietk aus seinem Umring au aeichneu 
(eine Stiecke m diei gleiclie Teile zu teilen) 

2) Em Paiallelogiamm zu zeiclmeti aua 1. a, ö, e. 2. a, e, a. 

5. a,h,b i a,ka 5 a, e, £. 6. «, c, f 7 e, /; e. 8. e, /;7i. 

3) Em Eechteclc zu zeichnen aua. 1. a, e. 2. a,£. 3. e, £. 

4) Einen Rhomlms zu zeichnen aus: 1, e, f. 2. e, a. 3. e, h. 
i. e, «. 5. Ji, a 

5) Ein Quailmt zu zeielmen aua: 1. a. 2. e. 

6) Ein Dreieck zu zeichnen aus; 1. d -{-&-(- c = J, rt,Ji, 
2. a — h -j- s = I, a, h. S.x> — q = l, a, h. 4. c, y, h, 5. r, a, A'. 

6. «-}-& — c, e'" und ^ (;•}. 'i. a — ö + Ci 01 ?'"■ 8. C+& — et, p'", p. 
9. o + & + C, q"\ q. 10. c, 9, y. (Vergl. § 3, Übung 13.) 
11. y= 90", c, ß. 

7) a) Konstrniere ein Viereck aus 1, a, l, c, d und -jC i>d. An- 
deutung. Die gegebenen Selten h, d und der eingeechloesene 
Winkel -^b d liegen nicht in einem Dreieck, Um ein konstruier- 
bares Hilfedreiecb zu erhalten, verscliiebe man die eine der 
Strecken h, d parallel mit der anfttngliclien Lage längs einer der 
übrigen Seiten. Die bewegte Strecke durchstreicht die Fläche 
eines ParaHelogramms und der Winkel zwischen b und d bleibt 
dabei ungeändert. 2. a, h, c, d, et -j- ß. 3. a, c, et, ß, y. 

ß) Konstruiere ein Trapez aus h, d, f und -^ hä (a, ß, h, 

yj Konstruiere ein Viereck aus a, e, f, t und b (-^ ae, 

* K «)■ ^ ^ ^ 

ö) Konstruiere ein Trapez aus a,e,f und s Qi,<C.ae).*) 

8) Das bei Üb. 7 ß benützte Hilfsdreleck enthält die Seiten 
a- — c, b, d, die Winkel et, ßj-^hd. — Trapez aua a— c,h, d,f; 
aus a, b, c, d. 

9) Das bei Üb. 7 3 benützte Hilfsdreieck enthält die Selten 
« + c, e, f und den Winkel e. — Trapez aus a •}- C, e, f, h; 
aus a, c, e, f. 

10) Konsti-uiere ein gleichschenkliges Trapez aus: 1. a, &, e, 
2. a, b, A. 3. a, b, a. 4. a, h, u. 

11) Verschiebt man in dem Dreieck ÄBO (Fig. 25) die 
Seite a, bis ihr Endpunkt C nach Ä gelangt, so ist B in die 
vierte Ecke D des Parallelogramms ÄCSJ) gekommen. Die 
Diagonale Gl> des letzteren halbiert AB in E, und die Hälfte 
CE dieser Diagonale CB fallt mit t'" zusammen. Das Hilfs- 
dreieck AGB hat die Seiten ö, a, 2 . t"\ die Winkel 180" — y, 
^ b{", ^ at'" mid die Höhen h' und k". — Dreieck aus a, 6, ^"; 
aus a, (", -^ bt'"; aus «, t'", -^ at"'\ aus &, f, 1i'; aua b, t'", h'. 

*) Einige der Aufgaben in Übung 7 können auch ohne Ver- 
Bchiebung von Strecken leicht gelöst werden. 
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24 § 6- tJbuugen m Abschnitt IIL 

12) Konstruiere ein Sehnenviereok aus: 1. r, a, b und e 
(n, f,i,a±_ ß). 2. »■,« + &, c und y (ß, f, e, ß, d). 

13) Konstruiere ein Taagenten viere ck aus: 1, 5, k, ^ und 
y (&, « 4- h e)- 2. a, c, & und a{f,ß + y). 

14) Ein Dreieck zu zeioimen, wenn die Mittelpunkte der 
Seiten gegeben sind. 

15) Konstruiere ein Dreieck aus: 1. p, a und c {ß, h, q, w). 
2. c, y und ? (p + t)- 3. e, »■, q. 4. c, y, 9'". 5. c, f, 9'", 

16) Ein Kreis und ein Tangentenwinkel desselben sind ge- 
geben. Man soll eine dritte Tangente ziehen, ao dafs das in den 
Tangenten wink el fallende Stück derselben eine gegebene Länge 
habe. (Tei-gl. § 5, Üb. 6, Beispiel 10.) 

17) Konstruiere ein Tangentenvier eck aus 5, c, ß, ß. 

18) In einem rechtwinklig eu Dreieck ist die Mittellinie nach 
der Mitte der Hypotenuse halb so grols als die Hypotenuse. 

19) Wenn in einem Dreieck die Mittellinie nach der Mitte 
einer Seite die Hälfte dieser Seite ist, so ist der gegenüber- 
liegende Winkel ein rechter. 

20) Welches ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, 
welche von zwei pai"allelen Geraden gleiche Entfernung haben? 

21) In einen Winkel eine gegebene Strecke so zu legen, 
dafs sie mit einer gegebeneu Geraden parallel ist. 

22) Durch einen gegebenen Punkt D, der innerhalb eines 
Winkels liegt, eine Gerade so zu ziehen, dafs D ihr Mittel- 
punkt wird. 

23) Zwischen zwei Parallelen durch einen gegebenen Punkt 
eine gegebene Strecke zu legen. 

24) Weloiies ist der geometrische Ort fflr die Mittelpunkte 
der Kreise, welche, mit gegebenem Eadius beschrieben, 

ä) eine gegebene Gerade berühren; 
j3) einen gegebenen Kreis bertitreu; 

y) mit einem gegebenen Kreise eine Sehne von der Länge l 
gemein haben; 

d) einen gegebenen Kreis in den Endpunkten eines Durch- 



Aödeutung zu y. Die Entfernung des Mittelpunktes vom 
Oentrum des gegebenen Kreises ist Längendiagonale eines Del- 
to^ds, welches durch die Seiten und die Querdiagonale bestimmt ist. 

25) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
der Kreise, welche zwei parallele Gerade berühren? 

26) Mit gegebenem Radios einen Kreis zu zeiclinen, welcher 
«) durch zwei gegebene Punkte J., B geht; 

(3) zwei konvergente Geraden tt, ö berührt; 
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y) durch den Punkt A geht und die Gerade ö berührt; 
o) durch dsE Punkt A geht und den gegebenen Kreis . 
becühi-t. 



Übungen zu AbseliniU IV (Fläclieniiilialt). § 

1) Wie grofe ist die Fläche ro eines Parallelogramms oder 
Eechteeta, wenn c) j^ = 3,735, 7c = 2,976, jS) jr = 10,279, 
h = 9,827. 

2) Wie grofs ist die Fläche w eines Dreiecks, in welchem 
g und A die angegebenen Werte haben? 

3) Wie grola ist die Grundlinie ff eines Dreiecks, wenn 
tt) w == 72, Ä = 9; (3) w = 2i0, h = 24; y)a> = 950, /i = 25. 

4) Wie gi'ofs ist die Höhe eines Dreiecks, woan a) a> ^ 
40,6423, ff = 4,1493; (3) m = 7,28, ff =1,3; y) w = 9,18,, 
ff = 2,7. 

5) Wie grofs sind die Seiten eines Quadrats, wenn k) 
w = 1,4641, jS) M = 2,89, y) » = 2. 

6) Wie grofs ist die Fläche eines Trapezes, wenn a) g = 8, 
y==6, A = 3; (3) 6-= 17,23, ff' = 12,11, A = 5,2; ;r)^ = 3,725, 
/ = 2,123, h = 1,18. 

7) Wie grofs ist die untere Grundlinie g eines Trapezes, 
wenn k) ff' = 4, A = 3, m = 18; |3) ff' = 32, 7( = 2, m = 95; 
j,) 3' = 8, Ä = 2, (0 = 18. 

8) Wie grofs ist die Höhe li eines Trapezes, wenn «) ff = 2,4, 
ff' =2, M = 1,76; (3) ff = 23, g' = 15, w = 143,83. 

9) Ein Quadrat liegt mit der einen Ecke in der Ecke eines 
gröfseren Quadrates. Der tJbersehufs der Seite des gröfseren 
Quadrates über die des kleineren ist 118 m, der Überschufs 
der Quadrate selbst 26 432 qm. Wieviel Inhalt hat jedes der 
beiden Quadrate? 

10) Ein Feld von der Form eines Trapezes wurde zu 
7150 Mark gekauft, nämlich der Ar zu 22 Mark. Wenn nun 
die Höhe des Trapezes 65 Meter beträgt und die kleinere Grund- 
linie 200 m, wie lang ist die gröfsere Grundlinie? 

11) Wie viele Rechtecke von 62 cm Länge und 25 cm 
Breite braucht man, um eine rechtwinklige Fläche von 43,4 m 
Länge itnd 7,5 m Breite zu belegen? 

12) Eine Diagonale eines Vierecks beträgt 13 m, die von 
den nicht auf ihr liegenden Eckpunkten auf dieselbe gefällten 

. sind 7,3 m und 2,5 m. Wie grofs ist die Fläche 
es Vierecks? 

13) Die Seiten dreier regelmäfsigen Vielecke seien 1. Wenn 
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26 g ü. Übungen zu Abschnitt IV. 

die Vielecke nacli einander 6, 12, 24 Seiten iiaben, so beträgt 
der Abstand der Seiten vom Mittelpunkte bezüglich 0,866, 0,966, 
0,991. Wie grofß sind die Ptiichen der drei Vielecke? 

14) c) Ein Parallelogramm in n gleiche Teüe zu teilen 
ß) Ein Dreieck in n gleiche Teile zu teilen. Andeutung 

a) Man teile die Grundlinie des Parallelogramnis in n gleichi 
Teile und ziehe durch die Teilpunkte Parallelen mit den an 
liegenden Seiten. (3) Man teile die Grundlinie des Dreiecks ii 
« gleiche Teile und verbinde die Teilpunkte mit dem gegen- 
überliegenden Eck. (Die Teilung einer Strecke soll mit dem 
Mafsstabe ausgefülir-t werden. Die Teilung durch Konstruktion 
folgt erst in § 40 c.) 

15) a) Ein Parallelogramm in zwei Teile v.n teilen, die 
sich wie die Zahlen m und « verhalten. 

ß') Ein Dreieck in awei Teile zu teilen, die sich wie die 
Zahlen m und n verhalten, Andeutung, a) Man teile die 
Grundlinie des Parallelogramms in m -\- n gleiche Teile nnd 
ziehe durch den »»'^° Teilpunkt eine Parallele mit den anliegen- 
den Seiten, ß) Man teile die Grundlinie des Dreiecks in m -|- « 
gleiche Teile und verbinde den ot*^'' Teilpunkt mit dem gegen- 
libörhegenden Eck. 

16) Ein Parallelogi-amm von einem Eckpunkte A ans in 
n gleielie Teile zu teilen. Andeutung, Wenn n eine gerade 
Zatl ist, so teile jede der Seiten, welche nicht durch A gehen, 
in -5- gleiche Teile und verbinde A mit den Teilpunkten. Wenn 
n eine ungerade Zahl ist, so teile zuerst in 2 . m Teile, 

17) Alle gleichen Parallelogramme übei deibelben Grund- 
linie liegen zwischen zwei Parallelen. Andeutung Sie haben 
gleiche Höhe h. Ihre obem Grundlinien liegen auf dei Paral- 
lelen zur untern Gi-undlinie, die im Abstände A gezogen ist. 

18) Die Spitzen aller gleichen Dreiecke über derselben (xrund- 
linie liegen atif einer mit der Grundlinie paiallelen b-eiaden 

19) Wenn man durch einen Punkt in der Diagonale eines 
Parallelogramms Parallelen mit den Seiten zieht, so sind die 
beiden Parallelogi'amme einander gleich, durch welche die Dia- 
gonale nicht geht, Andeutung. (Fig. 31.) Aus ABC ^ ADC^ 
AFO = AJO, OHC = OG-0 (§ 28 e) folgt durch Subtraktion 
FBHO = JOGD. 

20) Ein Parallelogramm in ein anderes von gegebenem 
Winkel oder in ein Eechteck au verwandeln, ohne die Grund- 
linie zu ändern (§ 37 a). 

21) Ein Dreieck in ein anderes von gegebenem Winkel oder 
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in ein reebt winkliges zu verwandeln, ohne die Grundlinie ku 
üjuiei-n (§ 37 a). 

22) Ein PaiuHelogramm (Becliteck) in ein anderes mit vor- 
geschriebener Grundlinie zu verwajidebi. 

Auflösung. FBHO (Fig. 31) sei das gegebene Paral- 
lelogramm und HC die auf die VerläJigerung einer Seite abge- 
tragene neue Grundlinie. Man verlängere BF bis zum Schnitt- 
punkte Ä mit der Geraden CO und vollende das Parallelogramm 
BCDÄ. Dann werden die Verlängerungen von 110 und FO 
das gesuchte Parallelogramm J06-I) bestimmen. (Übung 19.) 

23) Ein Dreieck in ein anderes mit vorgeschriebener Grund- 
linie zu verwandeln. Andeutung. BFG (Fig. 33) sei das 
gegebene Dreieck und BÄ die neue Grundlinie. Man verbinde 
A mit C und ziehe FS mit AC parallel, so ist BAD das ver- 
langte Dreieck. 

24) Ein Vieleck in ein Dreieck za verwandeln. Andeutung. 
Schneide durch eine Diagonale AC (Fig. 33) ein Dreieck ABO 
von dem gegebenen Vieleck ab. Wenn die Verlängerung der 
Seite BO und eine durch B mit AO gezogene Parallele sich in 
G schneiden, so ist die Fläche des Dreiecks ABC derjenigen 
des Dreiecks AGC gleich. Das Vieleck ACBDEF ist also in 
ein anderes AGB FF verwandelt, welches die gleiche Fläche 
besitzt und eine Seite weniger hat. Man wiederhole dieses 
Verfahren. 

25) Die Grenze zweier Gi'undstücke ist eine gebrochene 
Linie. Man soll diese Grenze in eine geradlinige verwandeln, 
ohne die Flächen der Grundstücke zu ändern. Andeutung. 
(Fig. 34.) Ziehe durch B eine Parallele zu ^0 und verbinde 
A mit B oder mit E. 

26) Durch den Punkt M in Fig. 35 eine Gerade so zu 
ziehen, dafs das von dem Dreieck ABC unten abgeschnittene 
Stück dem Dreieck APM gleieb sei. Andeutung. Ziehe 
PF II MB, so ist ME die gesucbte Teülinie. 

27) Das Dreieck ABO in Fig. 35 von M aus in n gleiche 
Teile au teilen. Andeutung. Betrachte AO (Fig. 35) als die 
Grundlinie des Dreiecks und verwandle es nach "Üb. 23 in ein 
anderes Dreieck AMB mit der Grundlinie AM (B ist in der 
Figur nicbt gezeichnet), so wird nacb jener Konstruktion das 
Eck B auf der Verlängerung von AB liegen. Teile das Dreieck 
AMB von der Spitze M aus nach Übung 14 |3 in n gleiche 
Teile und verwende für die Teillinien, welche über das Dreieck 
ABO hinausreichen, die Übung 26. 

28) Ein stumpfwinkliges Dreieck mit Beibebaltung der dem 
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atumpfen WinLel j,egennliei heg enden beite m ein leoMwinkhges 



29) Ejn Paialleloffnmm (Dieieclc) in am andeies von ge 
gebenei Seite iu ^eiwam^eln ce) ohne die Giiindlime m \ei 
ändern, ß) olme die Diagonale zu reifendem 

30) Em Paiallelo^iamra m cm indeie» zu ^eiwandeln, 
YOu ^\(;leliem die Giundlinie und ein iiihegendei WmLel (je 
geben ist 

31) Ein Dieieok m em andeie^ \on gegebenei beite ml 
gegebenem Winkel au veiwandeln 

32) Ein Dioieek mit Beibehaltung eines Wmkels an dei 
Grimdlmie m em andeies> von gegebenei Hohe iu veiwaaideln 

33J Zwei beliebige Paiallelogiamine (Dieiecke) zu funera 
einzigen zu vei erneu 

3-i) Die riäühe eines Tiapezes ist gleich dpm Piodukt lus 
der Hohe und deijenigen '^tiauke, welche die Mittelpunkte dei 
nicht paiallelen Seiten veibindet Andeutung (Fig 3b ) Ziehe 
EFW DA Die Dieieoke NCS imd NBF sind gleich weil sie 
Siich fui das> Oentium N entajiiechen Die Flache des Tiapeze*; 
ist ilao gleich dei riäche des Paiallelogiimms AFED 

351 Em Tiapez wiid halbieit duich lede Geiade, welche 
duicli den Halbiei ungspunkt dei Mittellinie geht und die beiden 
p-uallelen Seiten (Grundlinien) schneidet 

36) Ist die Mittellmie emes Paiallelogiammo odei Tiapezes 
m w gleiche Teile geteilt und weiden duich die Teilpunkte 
^eiade Linien zwischen den Giundlmien gezogen, welche bich 
nicht mneihalb dei Figui schneiden, ao teilen sie die Pigni m 
n gleiche Teile 

37) Em Pai allelog 1 im m in em Tiipez zu veiwandeln de 
aen eine Seite veilEmgeit duich einen gegebenen Punkt ^eht 

^8) Wenn man emen Punkt im Innern emes Dieiecks mit 
den liei Ecken verbindet, sa ''teheii ne zwei dei entstandenen 
Dieiecke m demselben Veihiltnis, m welchem die Cxinndhine 
des dritten Dieiecks duich die VeilHngeiung dei gemembamen 
Seite der beiden eisten geteilt wird Andeutung Jedes Diei 
eck iit die Diöeienz ^weiei Dreiecke Die Minuenden und Sub 
tiahenden stehen in dem angegebenen Veih&ltnis, tolglieh auch 
die Ihfleienzen 

ad) Em Dreieck auf die m 3& ingegebene Weise m diei 
Dieiecke ^u teilen welche sich veihalten, k) ivie 1 i 3 |3) wie 
1 l 3, y) wie 1 1 1, iJ) wie die Seiten eines Dreiecks (§ 21 a) 

401 Die Katheten emes lechtwinkligen Dieiecks seien a 
und h Die Hypotenuse c weide duioh die Hohe It in die Ab 
schnitte i> und q geteilt, ^on denen jj an « und g an 6 anhegt 
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Es gelten nun die Formeln: «) n^ = c .^i; 6^ ^ c . ^; (3) «^ -|- V^ 
= c^. y) h^ -\- p^ ^ a^\ ft^ + 2^ = 6^ S) h^ = p . g. An- 
deutung. «), j3), 'y) finden sich leicht dui'ch § 38. S) findet 
man aus fi^ ^ a^ — ji^, wenn man für d^ den Wert c.ji ein- 
setzt. Man hat h^ = c .p — j)^ =■ js (c — 2)) ^ i* - <f- 

41) Die Übrigen der in 40) angegebenen Stücke eines recht- 
winkligen Dreiecks zu berechnen, wenn a) a ^ 5, & = 6. ^) « ^ 4, 
c = 7. y) a = 3,4, h = 2,1. S) c = 1, /( = 2. e) c = .S, ft = l. 

42) "Wenn a die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist, so 
beträgt die Hohe -|- ■ /ä und die Flache y ■ y'S ■ 

43) Dia Seite eines Rhombus ist 12 m und ein Winkel 
desselben ist 60**. Wie grofs ist sein Inhalt? 

44) Zu untersuchen, ob ein Dreieck recht-, spitz- oder 
stumpfwinklig ist, wenn seine Seiten betragen: k) 12, 16, 20; 
ß) 15, 10, 9; y) 12, 9, 11; S) 3, 4, 5; e) 6, 8, 10. 

45) Wenn a und & zwei Zahlen sind und x, y, s die Seiten 
eines Dreiecks bedeuten, so ist dieses Dreieck rechtwinklig, wenn 
die Gleichungen x^ '= a .h, j/ = — ^ — , s = ~— ^ — gelten. 

46) Wenn 14, 13, 15, (56, 25, 39) bezüglick die Längen 
der Grundlinie und der beiden andern Seiten sind, so sind die 
Längen der Höhe und der Abschnitte auf der Grundlinie durch 
ganze Zahlen dargest«Ut. 

47) Welche Entfernung vom Mittelpunkte des Kreises hat 
eine Sehne yon der Länge s? Antwort: l/j-a — i_. 

48) Welches ist die Länge der Sehne, deren Entfernung 
vom Mittelpunkte ä ist? Antwort: 2(/»-^ — d^. 

49) Je kleiner die Sehne, um so gröfser ist ihre Entfernung 
vom Mittelpunkte und umgekehrt. 

50) Die kleinste Sehne, welche durch einen Punkt M geht, 
steht senkrecht auf Strecke Jf C, welche M mit dem Mittelpunkte 
verbindet. Sie wird in M halbiert (§ 26, b, 3). 

51) Projiciert man Kwei Seiten eines Dreiecks aufeinander, 
so sind die Produkte aus jeder der Seiten und der Projektion der 
andern gleich. Andeutung. Nach § 39 a) hat man a^ = 6^ -j" 
^ "J^ 2 C'i ^^ h* -\- <? "^ ^h y (ß bedeutet die Projektion von c 
auf b). Das obere Zeichen gilt, wenn der Winkel a spitz, das 
untere, wenn « stumpf ist. 

52) In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate 
der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate beider Diagonalen. 
Andeutung. (Fig. 37.) f = a" + cf ■- 2a .x, e^ = «^ + 
h^ -\- 2 . a . y. Die Strecken x und ff sind gleich, weil sie sich 
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für den Schnittpunkt dei- Diagonalen symmetriecli entepreohen. 
Durch Addition: ^ -^ f = 2a^ + d^ ^ l^ = a^ -\- b^ ■}- <ß + 

53) In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seite und das 
vierfache Quadrat der zugehörigen Mittellinie gleich der doppelten 
Summe der Quadrate über den beiden andern Seiten. Andeu- 
tung. (Fig. 38.) Verlängere die Mittellinie um sich selbst, nm 
den vierten Eckpunkt eines Paralellogramms zu erhalten. Nach 
Üb. 52 ist 2 c* + 2 &^ = «^ + (2 . ty = «^ + it'\ 

54) Jede der drei Mittellinien durch die drei Seiten des 
Dreiecks auszudrücken (t'= ^y2b^ -{- 2c^ — d^). 

55) Aus Übung 53 die Gleichung 4(i'^ + t"^ + t'"^) = 
3 (a^ + ö^ + C^) abzuleiten. 

56) Um die Seiten des Dreiecks durch die Mittellinien aus- 
zudrücken, zieht man die Gleichung &^ -f- c^ — ^ «^ ^ 2 t'^ von 
a?-{-h^-\- c^ =■!(('*+ t"^-\-t"'^) ab. {a = %y2t"^^2t"'^—t'\) 

57) Der Ereis um die Mitte der Strecke a (Fig. 38) mit 
t' als Eadius ist der Ort aller Punkte, für welche die Quadrate 
der Entfernungen von den Endpunkten der Strecke eine konstante 
Summe haben (Üb. 53). 

58) Konstruiere ein Dreieck aus 1. (^ -\- h^ = l^, c und 
« (y. ''"'. n Ä')- 2. a? -\- b% h', ß. 3. a^ -f- b\ r, y. 4. a^ + b\ 
t und a(y, h',p — q). 

59) Aus der Gleichung «^ = ö^ + e^ — Scg die Grßfse g 
au bestimmen und h'" zu bereehnen. Andeutung. 

60) Die Form für h'"^ iu Übung 59 durch Anwendung der 
Regel m* — n^ ^ (m -\- ti) (m — n) umzuformen. Andeutung. 

Man erhält zuerst ^ -^ ■ — und durch noch- 

malige Anwendung derselben Regel 

{b + c-^a).{b + c^a).(a + b-c).{a-b + c) 



des Zählers 2 s, 2 (s — a), 2 (s — b), 2 (s — c). Durch Einsetzen 
erhält man h'"^ ^ ~ ■ S (s — a) (s — b) (s — c) 

oder A"'=-~-l/s"(r^T^"~~^(^-^^)- 
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61) Die rieche m des Dieieckb durcli die drei Seiten aus- 
zudrücken. Andeutung Multijjlizieit man die letzte Gleicliuiig 
in Üb. 60 mit -|-, so eihält min a ="1/3 (s— a) (s — ö)(s— c). 

62) Den Badma § des einlie sehn ebenen Kreises durch die 
drei Seiten des Dieiecks ins/udiilcken. Andeutung. Vorbinde die 
Ecken des Dreiecks mit dem Mitt-elpunkte dieses Kreises. Man hat 

a . Q , b . p , c . g Q - I- , ■■ 

«• = ^ + -/ + "/ = i {« + ö + <^) = e . s; 

p = -i.]/s(s — a)(s— I')(s — c). 

63) Die Differenz der Quadrate zweier Dreiecks Seiten ist 
gleich der Differenz der Quadrate ihrer Projektionen auf die 
dritte Seite; <f — 1)* •= p^ — <f (Fig. 39). 

64) d) Wenn in einem Dreieck (Fig. 39) a? — &^ = ? nnd 
c gegelien siad, so kann man p und 2 und dadurch den Pufs- 
punkt von h eindeutig bestimmen. Die in diesem Fiifspunkte 
errichtete Senkrechte ist also der geometrische Ort für die Spitze 
des Dreiecks. Beweis: a^ ~h'=p^ — g^ ^^ ip "f" 2)(^-' — 5^' '^^ 
nachdem l^ grSfser, gleich odei klemei als c ist, wird ^ SAC 
stumpf, recht oder spitz 'fem Im eisten Falle ist c ^ p — g, 
i m dritten C ■= p -j- 5, dei zweite Fall ist leicht zu erledigen. 
Für den dritten Fall 7 B hai- man ß^ ~ q^ ^ ^, p -^ q '= c, 
p — q = l^:c,p = (/-\-J-) 2c, q = (/ — P'): 2c. 

ß) Konstruiere ein Dreieck aus: 1. «^ — b^ = f, c und 
a {y, h, t, k', )■). 2. a' — b^, p — q und a (j, h, h'). 



Ütrangen zu Abschnitt V. (Ähnliche Punktreihen.) § j. 

1) In jedem Trapez ist a) die Strecke, welche die Mittel- 
punkte der nicht parallelen Seiten verbindet, gleich der Summe, 
und (3) die Strecke, welche die Mittelpunkte der Diagonalen ver- 
bindet, gleich der Differenz der beiden parallelen Seiten (Grund- 
linien). Andeutung. Die Mittelpunkte E, F, G-, II (Fig. 40) 
der nickt parallelen Seiten und der Diagonalen liegen auf der 
Halbierungslinie des von den Parallelen gebildeten Streifens (§ 1, 
Üb. 19 a). Mau hat naßh % iO ß für «) EG = \AB, GH 
= -iDC u. s, w. Für ß) hat man EG = ^AB, EF=\DG 
u. s. w. 

2) Die Mittelpunkte der Seiten eines Vierecks sind die 
Ecken eines ParaUelogranuna. Die Seiten des Parallelogramms 
sind den Diagonalen des Viei-ecks pai-allel und die Hälften dieser 
Diagonalen. 
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3) Vier Punkte beatimmen 1 ei emfa he Vierecke. Man kommt 
also durch 2) zu drei Parallelogiammen Je zwei derselben haben 
eine Diagonale gemein. Daran folgt lafs alle drei Parallelo- 
gramme den Mittelpunkt geme n lalen (die entstehende Figur 
stellt, wenn man sie als schefwnklge Parallelprojektion be- 
trachtet [Stereometrie § 25 u. 26] ein Tetraeder und das Oktaeder 
vor, dessen Hernieder jenes Teti'aeder ist. 

4J Was ist von dem Parallelogramm in Üb. 2 zu sagen, 
wenn das Viereck ein Delto'id (ein Khombus) und ein gleich- 
achenkliges Trapez (ein Rechteck) ist? 

5) ei) Eine Strecke zu konstruieren, von der eine gegebene 
Strecke % mi. 

ß) Eine Sti-ecke zu konstruieren, welche ?.n einer gegebenen 
Strecke in dem Verhältnis 2\ : 4f steht. 

6) Wenn a, h, e, m, n gegebene Längenzahlen sind, so soll 

man a) eine Strecke x so konstruieren, dafs x i= (§ 42 b) 

und ß) eine Strecke f/ so konstruieren, dafs y = ■ — 

7) Zwei Strecken zu zeichnen, wenn gegeben ist: 
a) die Summe und das Verhältnis derselben, 

ß) die Differenz und das Verhältnis derselben (§ 42 c). 

8) Eine gegebene Sti-ecke in drei Teile fl!, y, s zu teilen, 
so dafs sich verhalt: 

(c:y = n:p, 
y: Z = <i:r. 

9) «) Aus dem Verhältnis a:l} ^m-.n zweier Strecken und 
der einen derselben a = l läTst sich die andere als vierte Pro- 
portionale finden. Konstruiere ein Dreieck aus: 1. a-.h ^ m-.n, 
a = l xmA. a {y, h, p ~ q, u ~ ß, r, t). 2. a-.l) = m:n, ß 
\mA h {p, r). 3. « : b : c = 6 : 6 : 7 und a = 8 cm. 4. a : d 
■=7:8, & : c = 10 : 11 und « = 9 cm. 

(3) In dieaen Aufgaben kann das Verhältnis a : h auch durch 
das Verhältnis /i' Ä" gegeben sein; denn aus a, ft'^ !< . A"= 2(a 
folgt a : & = Ä ' Ä' 

y) Aus dei Summe oder Differenz zweier Strecken a-^T) = s 
und ihrem Veihältnia a i == m: n kann man diese Strecken 
konstruieren (Teilung von s nach m : «) oder berechnen. — 
Konstruiere em Dreieck aus; 1. a ^b ^ s, a -.b ^ m : n und 
1i(h-{'p). 2. c = Z, ji . 2 = »» : « und y (m, « + ä). 3. ß : & 
= m:n, A^ + ^6 = s und c. In diesen Aufgaben kann man 
die gegebene Gröfse a : b auch durch das gegebene Verhältnis 
der Hüben ersetzen: ra ; & = Ji": k 
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d) Ein Dreieeli. au kon&tiuieien aus a -.b = 
h {w, t, p — 2, j) q) 

s) Konstruieie ein Dieieek aus t 

q) Ein Dreieclc zu konstiuieien 
2 c, «■- &, (';(" 3 f, ), f ( 4 
längere c beiderseits um ^ich selbst 
Seiten 3c, 2(', 2f 

10) Jede duich den Winkels heitel gezogene Gerade teilt 
alle diejeuigen Stiecken nach, demseli en TerLSltnis, welche zu 
einander parallel m den Winkel engelegt sind. Andeutung. 
(Fig. 41.) r : r'= s • s weil beide Veibältnisse = AD ■ AD' 
sind. Vertausche 1 m ttl Cl d 

11) In einem W 11 i HI &t k ng 1 -t D 
geometrische Ovt all P nkt 
aufaen nach dem V h It 
den Scheitel gezog ( 1 

12) Eine Mitt Ib 
parallel aur entsprechenden 



f und c(a, h, f'^cf). 
aus: 1, a : b, c, <Ci'(". 
C, a:t', h : t". — Ver- 
— Hilfadreieck mit den 



ind 



HI &t k 
Ih d St 
t 1 b t ht 



: Höhen- 
EU dem 
Üb. 68) reichen (obere 



k h 11 t II 8t k w 1 1 
in das Dreieck eingelegt werden. 

13) Eine Diagonale im Parallelogramm halbiert alle Strecken, 
welche parallel zur andern Diagonale 
eingelegt sind. 

14) a) Die Mittelpunkte (N, in 
abschnitte, welche von den Ecken 
Schnittpunkte {II) der Höben (§2 

Höhenabschnitte), bilden mit den Mittelpunkten der diesen Höhen 
zugehörigen Seiten ein Rechteck. 

ß) Die Fufapunkte der beiden Höhen liegen auf demjenigen 
ICreise, welcher um das Rechteck beachi-ieben ist, 

15) Die Mittelpunkte der oberen Höhenabachnitte, die Fufa- 
punkte der Höben und die Mittelpunkte der Dreiecks Seiten liegen 
auf einem Kreise (Feuerbachacher Kreis). Andeutung. Die dem 
Eckpunkte A und der Seite BG zugeordneten Punkte N", Ä' A" 
bestimmen einen Kreis. Nach Übung 14 liegen auf diesem 
Kreise auch die Punkte 0, B\ S", welche in analoger Weise 
dem Eckpunkte B und der Seite AG zugeordnet sind. Ebenso 
wird gezeigt, daCs der Kreis auch durch die Punkte JP, C, 0" 
geht. Mittelpunkt dieses Kreises iat der Schnittpunkt der Dia- 
gonalen im Rechteck NOA'B'. 

16) Wenn man in den Punkten B, G . . . einer Geraden 
(Fig. 43) parallele Strecken 6, c . . . anlegt, welche aich verhalten 
wie die Abatände der Punkte B, G . . . von A, so liegen die 
Endpunkte dieser Strecken auf einer durch A gehenden Geraden. 
Andeutung. Der Endpunkt von h heifse S'. Die Gerade AB' 
werde von dem Träger der Strecke c in G' getroffen. Daün hat 
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man nach § 41 c) AB : AC = }> -.CG', und na«h der Voraus- 
setzung AB Ar'=h c Folglich ist CG' = C und C der End- 
punkt dei Stiecke c Ebenao zeigt man, dafa die Endpunkte 
der Ühiigea Strecken auf dei Geraden AB' liegen. 

17j a, h seien /wei gegebene Giofsen Die Grölse x heilst 
das h'umonisehe Mittel 7Wischen a und &, wenn a — x: x — li 
= (( ö, oder wenn — = "ir (~" H — r) Man beweise, dafs in 
der Figur 83 auf Seite 47 der Abstand GB zweier zugeordneter 
Punkte das haimonische Mittel zwischen AD und BB ist. An- 
deutung Die Pioportion J.D — (7Z) CII — BD = A3 : BTJ 
ist mit der andern CA : CB «= DA : DB, welche die harmo- 
nische Punktgruppe definiert, identisch. 

18) b) Verbindet man irgend einen Punkt auf der Peri- 
pherie eines Kreises mit den Endpunkten eines Durchmessers, so 
teilen diese Linien jede zu dem Durchmesser senkrechte Sehne 
harmonisetL. 

(3) Verbindet man Irgend einen Punkt auf der Peripherie 
eines Kreises mit den Endpunkten einer Sehne, so wird der zu 
dieser Sehne senkrechte Durchmesser hai-monisoh geteilt. 

19) « und ?> (Pig, 44) seien zwei Gerade und c eine dritte 
durch den Schnittpunkt von a und h gezogene Gerade. Pur 
jeden Punkt von c hat das Verhältnis der (senkrechten) Ab- 
stände von a und h denselben Wert r : S. (Verfahre beim Beweis 
gerade wie in Übung 10.) 

20) Für keinen andern Punkt innerhalb eines der von e 
durchzogenen Scheitelwinkel hat das Abstand b Verhältnis von a 
und b denselben Weit i s. Andeutung. (Pig. 44.) Ziehe 
durch N eine Parallele zu a, welche c in Jf trifft. Dann ist 
jVÜ7 = -M-P, aber NY von MQ verschieden. Deshalb kann 
NU: Nr nicht gleich MP-.MQ sein. 

21) Das Verhältnis j - s sei gegeben. Man soll die Gerade c 
bestimmen. Andeutung Errichte irgendwo auf a die Strecke r 
und auf ö die Strecke s senkrecht. Ziehe durch die Endpunkte 
Pai'allelen bezüglich zu a und b. Sie schneiden sich in einem 
Punkte der Geraden c. 

22) Man kann nach 21) noch eine zweite Gerade c be- 
stimmen, welche die Nebenwinkel der von c durchzogenen Winkel 
teilt und deren Punkte ebenfalls das Verhältnis r : s der Ab- 
stände von a und 6 haben. 

23) Der geometrische Ort aller Punkte, für welche das 
Verhältnis ihrer Abstände von zwei konvergenten Geraden a und 
b denselben Wert r : s hat, besteht aus zwei durch den Schnitt- 
punkt von a und b gezogenen Geraden. 
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(Shnliclie Punktreihen.) 

24) Gerade Liniea zu finden, deren Abstäude 
Punkten A und B sich wie f:s Terhalten. Audeutu; 
Geraden dieser Art bilden zwei Strahlenbüschel, deren 
G und D diejenigen Punkte sind, welche den Abstand AB innen 
und aufsen nact dem Terliältnis r \ s teilen. 

25) Auf einer Geraden p einen Pnnkt P zu anchen, für 
welclien <x) das Verhältnis der Abstände von zwei Geraden a 
und ö, j3) das Verhältnis der AbstHnde von zwei Punkten Ä und 
B einen gegebenen Wert hat. (Jedesmal zwei Auflösimgüu. 
Vergleiche für «) Üb. 23 und für ß) den Satz 46 a.) 

26) Duroh einen Punkt Peine Gerade^ zu ziehen, für welche 
das Verhältnis der Abstände von den Punkten Ä und B einen 
gegebenen Wert r : s hat, (Zwei Auflösungen, siehe Übung 24.) 

27) w) Einen Punkt P anzugeben, dessen Äbätäude von drei 
Geraden a, b, c (die sieli nicht in einem Punkte sehneiden) sich 
wie r : s -.p verhalten. Andeutung. (Fig. 45.) Ziehe durch den 
Sohnittpunkt von a und h die beiden Geraden c' und c" als Ort 
der Punkte, deren Abstände von a und b sich wie r : s ver- 
halten. Ziehe ferner durch den Schnittpunkt von a und c die 
Geraden ö' und Ö" als Ort der Punkte, deren Abstände von a 
und c sich wie r :p verhalten. Die Geraden c\ c", b', &" liefern 
die Schnittpunkte P", P", P'", P^, deren Abstände von a, b, c 
sich offenbar wie r : s:p verhalten. Zieht man noch durch den 
Schnittpunkt von h und c die Geraden a\ a" als Ort der Punkte, 
deren Abstände von Ö und c sich wie s'.p verhalten, so mufs 
jeder der vier Punkte P' bis -P"" noch auf einer der Geraden 
a a" liegen (Üb. 23). Diese vier Punkte P, P", P"', P'^'^ bUden 
also die Ecken eines vollständigen Vierecks , dessen Seiten die 
Geraden «', a", &', &", c', c" sind. , Die Ecken des von den 
gegebenen Geraden bestimmten Dreiseit» sind Nebenecken in jenem 
vollständigen Viereck. Man kann also sagen, dafs die Abstände 
jedes Eckpunktes dieses vollständigen Vierecks von den Geraden, 
welche die Nebeneeken verbinden, sich wie r : s -.p verhalten. 

28) Eine Gerade zu bestimmen, deren Abstände von drei 
Punkten A, S, C (die nicht auf einer Geraden liegen) sich wie 
r-s:p verhalten. Andeutung. Bestimme die Punkts C, C" 
(Fig. 46), welche die Sti-eeke AB innen und aufsen nach dem 
Verhältnis r : S teilen. C und G" sind Scheitel zweier Strahlen- 
büschel, deren Strahlen die Eigenschaft haben, dafs ihre Abstände 
von A und B sich wie r : s verhalten (Üb. 24). Bestimme auch 
die Punkte B' und B", welche die Sti-ecke AC ijinen und anfsen 
nach dem Verhältnis r :p teilen. B' und B" sind Scheitel zweier 
StrahlbüBchel, deren Strahlen die Eigenschaft haben, dafs ihre 
Abstände von A und sich wie r : p verhalten. Durch Ver- 
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36 § 7. Übungen zu Absolmitt V. 

biiidimg der vier Punkte C, C'\ B', B" erhilt man die Geraden 
g' g", g"\ g^^, deren Abstände von A, B, C sieh wie » s:p 
verhalten. Nach Übnng 24 mufa jede dieser Geiaden durch einea 
der Punkte A\ A" gehen, welche die Strecke BO innen und 
aufsen nach dem Verhältnis s'.p teilen. Die viei Geiadert g', 
g'\ g"\ g*^ sind also die Seiten eines vollständigen Vierseits mit 
den Ecken G\ C", B\ B", A', A". Die gegebenen Punkte A, B, C 
sind die Ecken des durch die Diagonalen des Vierseits gebildeten 
Dreiecks. Die Abstände einer jeden Seite dieses vollständigen 
Vierseits von A, S, verhalten sieh wie r : s : p. 

29) Einen Punkt zu bestimmen, dessen Abstände von A, B, C 
(Pig. 46) sich wie r : s ; j) verhalten, Andeutung. "Über &, C" 
(C, 0" sind die schon in Übung 28 bestimmten Punkte) als 
Durchmesser ziehe einen Kreis als Ort der Punkte, deren Ab- 
stände von A und B sich wie r : s verhalten (§ 46 a). Ziehe 
auch über B'B" als Durchmesser einen Kreis, als Ort der 
Punkte, deren Abstände von A und C sich wie r :p verhalten. 
Wenu eich die Kreise schneiden, so hat man zwei Punkte .P', P" 
gefunden, deren Abstände von A, B, C sieh wie r:s:p ver- 
halten. Nach § 46 a) müssen diese Punkte auch auf dem Kreise 
liegen, der Gber Ä'A" als Durchmesser geaogen ist. Die Dureh- 
messer der drei Kreise, welche dui-eh die Punkte F", P" gehen, 
sind die auf den Diagonalen des Vierseits gelegenen Abstände 
gegenüberliegender Ecken. 

30) Innerhalb eines Winkels CAB (Pig. 106 auf Seite Gl) 
ist Punkt -D gegeben; durch ihn soll die Gerade BC so gezogen 
werden, dafs «) BB : BC =^ m : n, ß) DB : BC = m:n, 
y) AB:AC = m:n. 

31) Konstruiere ein Dreieck aus l) a : & ■= m ; «, a = l 
und tt (y, h, p — q, n — /3, )-, t). 2} a:h = m:n, ß und 
A 0, *■). 3) a : 6 ; c = 5 : 6 : 7 und ffl = 8 cm. 4) a : 6 = 7 : 6, 
B : c ^ 10 : 11 und « ^ 9 cm, 

32) In diesen Aufgaben kann das Verhältnis a : 6 auch 
durch /*' : k" gegeben sein; denn aus a . k'= b . h"= 2 (o folgt: 
a:b ==fi":Ä'. 

33) Wenn h' : k" : /('"= m: n : o, so sollen die Verhältnisse 
der Seiten bestimmt werden ( a ; ft : c = — : — : — )■ 

34) Konstruiere ein Dreieck aus l) a + ö = s, a:h ^^m-.n 
und h(h ■}- p). 2) = l, p : q = m : n und y {t, a -\- h). 
3) a r 6 = m : M, h'-\- h"^ s und c. 

35) In 34 ersetze a : h durch 7/ : h"^ m : n. 

36) Ein Dreieck zu konstruieren aus « t ö = m ; «, c und 
h{w, i, p — q, p: q). 



yGoosle 



(S-hnlichkeit der Pigureu.) 37 

37) Ein Dreieck zu konstruieren aus a:b^m:n='2:'d 
{oder h' : li" = 3 : 2) und i. Zwischen welchen Zahlen muls der 
Wert von t angenommen werden, damit die beiden in Betracht 
kommenden örter gemeinsame Punkte haben? Antwort: 

38) In Figur 85 auf Seite 48 DO parallel AB so zu ziehen, 
Ar>.i& l)AB:T>G^m:n. 2) OD:J)C'=I)C:ÄB. 3)0I):DG 
= BG:OB. i)l>C:ÄI) = OC:AB. b) AD: AB ^ BÖ -.DB. 

39) Konstituiere ein Dreieck aus t', t" und c (a, (, -^ cf). 



Übuagen zu Absclmitt VI (Ähnlielikeit der Figuren). § 8. 

1) Gleichschenklige Dreiecke sind ahnlich, ß) wenn der 
Winkel an der Spitze, ß) wenn das Verhältnis Ton Grundlinie 
und Schenkel in beiden gleich ist. 

2) Eechtwinklige Dreiecke sind ähnlich, wenn sie ß) einen 
spitzen Winkel, |3) das Verhältnis der Katheten, y) das Verhältnis 
der Hypotenuse zu einer Kathete entsprechend gleich haben. 

3)Bw dfdflgdL hnlhD k 

in Teild k 1 wlhwdmpw hlh 1 

«) entsi 1 1 H h |3) t i h 1 M tt U y) t- 

spreehend Wink Ih Ib d Ö) d E d d b h b 

Kreise, )dEd 1 Ihil Kr (hl 

Berühru i H } 

4) In h 1 h D k h It h w 1 1 h 1 
Seiten; )tihdT 1 Ed d bh 
benen und mb h b Kr /3) S mm 1 D fl 

ans solchen Strecken. Anleitung zum Beweis von |3: Aus 
a : a'= ( : f'= r:r = m folgt a, ^ m.a', f = m . (', r = m.r'^ 
a-\-t = r = m{a'-i- t'+ r"), (_a + t + r) : {a' -j- t'+ r') 
= »} ^ a : a' . f bedeutet hier die t entsprechende Mittel- 
linie des zweiten Dreiecks. 

5) Konstruiere eines der unendhoh vielen Dreiecke, welche 
möglich sind, wenn gegeben ist: l) a:h und « (jj, « — ß). 
2) A -.p und a {y, a — ß). 3) {a + b) : c und «. 4) c : h 
und y. b) a-.h-.h. G) t-.h-.c. 7) c -. h'i h". 

6) Ahnlichkeitsmethode: Wenn bei einer Konstruktions- 
aufgabe (z. B. Dreieck aus a, ß, c -\- h=^t) nach Ausscheidung 
einer Längenangabe (c + A = ?) die übrigen Bedingungen durch 
eine der gesuchten Figur F ähnliche Figur F' erfüllt werden, 
so konstruiere man F'. Findet man, dafs diejenige Länge, welche 
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38 § 8- Übungen zu Abschmtt VI. 

in der gesuchten Figur gleich l sein soll (c + A = i^) in F- die 
Gröfae l' hat (c'+ A'= i'), so hat man nur F ähnlich F' so 
zu zeichneu, dafe zwei entsprechende Seiten sich wie 1:1' ver- 
halten ^M : n' = l: l') und die ausgeschiedene Bedingung wird 
nun auch erfttllt sein. Beweis: c + A : c'+ A'=. a : a (Ub. 4) 
= Z ; r (nach Konotniktion); da aber c'+ Ä'^ Z' (Eigenschaft 
der Hilfsfigui") so folgt c + h = l 

7) Dreiei-ke zu kou^tiuiereu aus den Bedinguagea einer der 
Aufgaben in Übung 5 und euiem der folgenden Stücke: 1. t\ 
2. w'", 3. t, i 9, 5 « + c, 6. c + 7(, 7. a + (', 8. r -\- q, 
9. h'-l-h"+h 

KoDstiuieie ein Yiereck aus: 

8) a:h ß Txni r, d e; (c, f, s; c, u, y; f, a, s; c, 6, i). 

9) ffl : & ( a, ß, d 

10) a:b:(i, e, ^, 3. 

11) Dem Punkte A, welcher eine Strecke der Figur P nach 
einem gegebenen Verhältnis innen (aulsen) teilt, entspricht in 
der ähnlichen Figur F' ein Punkt Ä', welcher die homologe 
Strecke innen (aufeen) nach demselben Verhältnis teilt. Sind F 
und F' perspektivisch gelegen, so geht die Gerade ÄÄ' durch 
den Ähnlichkeitspunkt. Die parallelen Seiten eines Trapezes können 
a. B. als äliniiche Figuren in perspektivischer Lage betrachtet 
vrerden, so dafs der Schnittpunkt der konvergenten Seiten oder 
der Schnittpunkt der Diagonalen den Ähnlichkeitapunkt vorstellt. 
Die Üittelpunkte der parallelen Seiten entsprechen sich für diese 
beiden Ähulicbkeitspunkte, folglich geht ihre Verbindungslinie 
durch diese Ähnlichkeitspunkt e, 

12) Dem Schnittpunkte Ä zweier Diagonalen in dem Vieleck 
F entspricht der Schnittpunkt Ä' der homologen Diagonalen in 
dem ähnlichen Vieleck F'. Liegen F und F' perspektivisch, so 
geht AA' durch den Ähnlichkeitspunkt. 

13) Ähnliche Figuren in perspektivischer Lage sind durch 
den Ähulichkeitspunkt und zwei parallele Geraden als entsprechende 
Strahlen bestimmt. Man soll zu irgend einem weitern Punkte B 
den entsprechenden suchen 

14) Dafs die entspiechenden Winkel von ähnlichen Figuren 
m peispektivi^chei Ligp immei gleichen Sinnes sind, erkennt 
min sofort, wenn die Figuren einen dufseieu Ähnlichkeitspunkt 
haben Haien abei die beiden Piguien einen inneren Ähnlich- 
keitspunkt ö, so gebe man dei einen eine halbe Umdrehung um 
diesen Ahnlichkeitsi unkt Diese Diehung hat den Smn der Winkel 
nicht vei ändert. Di abei nunmehr S em aufuerei Ähnlichkeits- 
punkt lat, 10 erkennt mm, dals j« zwei entsprechende Winkel 
gleichen Sinnes sind 
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(Abnliclikeit der Figuren.) 39 

15) Die ent iiechenlea Die eete ähiilioliei Pig len bmd 
immer gleichen Smne wenn diese Figuien m peispektiviiehei 
Lage sind (Ül 14) Wendet man die eme Figni nm sn tat mau 
ähnliche Figuien in schiefer Lag,e 1 ei wtlchen je zwei entspre 
ohende Dreiecke veisehiedenen ^ini es sind ^ ehe die Anmerk ng 
nntei- der Seite 

16) Zwei Figiien (Vielecke) amd ähnlich wenn zwei Punkte 
(A und B) dei e neu F gui ™i* i^^n lil rij,ea Punkten (Ci)£ ) 
derselhen Mgui Dreiecke biHen welche den entapiechenden 
Dreiecken dei andern Pigui ähnlich sind"*) Andeut ing Die 
Dreiecke ABC, ABU, AB% (Fig 47) seien beaüghch den Drei 
ecken A'B'C\ A'B'B', A'B'JE' ähnlich. Wegen der Gleichheit 
entsprechender Winkel können die Vielstrahlen A und A' zur 
Deckung gebracht werden, und der gemeinsame Scheitel heifae S. 
Ans der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt nach § 48 h) SB : SB' 
= SC : SC'== SB : SI)'= SE : SE'. Die Figuren sind also nach 
der Definition in | 47 a) ähnlich. 

17) In § 48 C ist gezeigt worden, wie Kwei ähnliche Figuren 
durch Aufsuchen Yon Paaren entsprechender Punkte vervollständigt 
werden können, wenn zwei Paare entsprechender Punkte oder 
zwei entsprechende Strecken AB und A'B' der Lage nach ge- 
geben sind. Aus der zweiten Konsti'uktion in § 48 c geht heiTor, 
dafa nur eine Figur A'B'. , besteht, welche der Figur AB , . 
ähnlich ist. Man kommt also immer auf diese eine Figur, sei 
es, dafs man in der ersten Konstruktion die Punkte A, A' ver- 
eint, oder dafs man B und B', C und C' u. s, w. in einen Punkt 
(Ähnlichkeitspunkt) zusammenfallen läfst. 

18) Zwei ähnliche Figui-en gleichen Sinnes liegen perspek- 
tivisch, wenn zwei entsprechende Seiten parallel sind. Andeutung. 
(Fig. 48.) Der Schnittpunkt S von AÄ' und BB' entspricht in 
beiden Figuren sich selbst, weil die Dreiecke ASB und A'SE' 
ähnlich sind. Dem Winkel ASG entspricht in der aweiten Figur 
ein Winkel von demselben Sinne und derselben Gröfse. Da die 
Anfangsschenkel zusammenfallen, so thim dies auch die End- 
schenkel SC und SG% das heilst der zu C homologe Punkt C" 
liegt auf SC. 

19) Durch einen Punkt C (Fig. 49) eine Gerade nach dem 
unzugänglichen Schnittpunkte der Geraden « und b zu ziehen. 
Andeutung. Zeichne das Dreieck CAB {A und B wUlkiirlich 
auf a und h). Ziehe durch einen Punkt A' von a die Gerade 

) Entw dm n .je zwei entsprechende Dreiecke gleichen, oder 
1 w ntap heul Dreiecke entgegengesetzten Sinnes sein. Im 
1 t ten Bali m f man anr Herutellnng der perspektivischen Lage die 
e ue F gu nmkeh n 
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40 % S. Üliungen m Abaolinitt VI. 

Ä'B' II AB. Mache nach § 49 a) das Dreieck A'B'C ähnlicli 
ABC, so ist CC die gesuchte Gerade. 

20) Mit einer gegehenen EiohtuHg c (Fig. 50) parallel eine 
Gerade nach dem unzugäaglicheii Schnittpunkte der Geraden a 
und b zu ziehen. Andeutung. Ziehe durch einen Punkt S von 
a die Strahlen SD und 86: Zeichne das Dreieck ADG, welches 
eine Seite auf e (oder mit c parallel) hat. Bestimme den Schnitt- 
punkt J)', ziehe S'G' H DG und ziehe durch (?' den Strahl d 
parallel mit G-Ä. ä geht durch den gesuchten Punkt A'. 

21) In einem Vierecke (Pig. 51) sind nur zwei Gegenpunkte 
A und C zugänglich, man soll die zweite Diagonale ziehen. 
Andeutung. Zeichne die Diagonale AC und mit ihrer Hufe 
das Viereck AB'C'D' ähnlich dem gegebenen. Ziehe die Dia- 
gonale B'D' und bestimme die homologe Gerade der andern 
Figur. Hierzu ziehe O'E' und C'E' (E' beliebig auf AB'), 
ziehe auch CE \\ E' E' und EO [| E'O'. ist ein Punkt der 
gesuchten Diagonale. 

22) Die Ecken eines Vierecks sind sämtlich iinzugänglich. 
Man soll die Diagonalen ziehen. Andeutung. Man nehme auf 
den Seiten «, &, e, d vier Punkte A, 5, C, D an und zeichne 
ein ähnliches Viereck A, B', C', B', so dafs A der Ahalichkeits- 
punkt beider Vielecke wird. Zieht man nun durch B', C, B' 
Parallele mit &, c, (J, so hat man ein mit dem gegebenen ähn- 
liches Viereck und kann wie in 31 verfahren. 

23) In jedem Dreieck liegt der Schnittpunkt H (Pig. 52) der 
Höhen, der Schwerpunkt S und der Mittelpunkt M des um- 
beschriebenen Kreises in gerader Linie. Der Schwerpunkt teilt 
den Abstand der übrigen Punkte nach dem Verhältnisse 2 : 1. 
{Lehrsatz von Euler.) Andeutung. Die Endpunkte A, B der 
Grundlinie mit dem Schnittpunkte H der Höhen einerseits und die 
Mitten A\ B' der übrigen Seiten mit dem Mittelpunkte M des 
beschriebenen Kreises andererseits bilden ähnliche Dreiecke ia ^ 
spektivischer Lage. Ihr Ahnlichkeitspunkt ist der Schwerpunkt S. 

24) Der auf einer Höhe eines Dreiecks gemessene Abschnitt 
von einem Eckpunkte bis zum Schnittpunkte der Höhen (oberer 
Höhenah schnitt) ist doppelt so grofs, als der Abstand der gegenübi 
liegenden Seite von dem Mittelpunkte des umbeschriebenen Kreisi 

25) Der Mittelpunkt E des Pen erb achschen Kreises (§ 
Üb. 15, Pig. 42) halbiert den Abstand zwischen dem Schnitt- 
punkte H der Höhen und dem Mittelpunkte M des umgeschrie- 
benen Kreises {M ist in Fig. 42 nicht gezeichnet). Andeutung. 
Die Mittelpunkte N, zweier oberen Höhenabschnitte mit den; 
Schnittpunkte H der Höhen einerseits und die Mittelpunkte A! B 
der diesen Höhen zugehörigen Seiten mit dem Mittelpunkte M des 
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(Älmliehkeit der Figuren.) 41 

Binbeseh ebenen E e &e6 andere eet 1 lle Ihnlclie Dreiecke 
in perspekt visoher Lage Ih Ahnl ctke t p nkt st 1 r Mittel- 
punkt F des Feue bacli sehen Kre see 

26) Wenn zwe Kre se b cl von unen ode on aufsen he- 
rühren, so st h Beruh ung, punkt hezugl 1 äufaerer oder 
innerer Ahnbchke tspunkt de he le Kre se Andeut ng. Der 
Ähnliehke t I unkt te It den Centralibstand nach dem Verhältnis 
der Kad en 

27) Wenn 1er Alinl chke t i unkt wo e Ke e auf einem 
dieser K e ae hegt s 1 e t hren s hdeKe e ndeem Punkte. 
Andeutung De Cent alahstand CC 1 m Ahnliehkeits- 
punkte S nach le Ve haltn 3 le Raben unl getelt. Wenn 
SO gleich r t o m f SC gle ch »• se n d h & muTs auf 
dem Kre ae m t dem Mittelpunkte 1 e^en 

28) De Ahnbchkeit&punkte telen len tent aHh tand har- 
monisch 

29) Für zwei Ere ae alt, ahnl he F gi en gelten folgende 



a) Die M ttelj nkte entai e lien h f 1 e 1p 4h lichkeits- 
punkte ; 

(3) die Centrale entipucht sich &elbj>t ( ihnlichkeits strahl) 
für beide Ähnlich keittipunkte 

y) paiiUele Kadien ihie Endpunkte unl die Tintenten m 
denselben («lehe § 50 c) entsprechen sich entwo lei fui den iiufsem 
oder füi den mnem Ahnhchl eitspunkt 

ä) parallele Taugenten entsprechen sich füi den aulsern tdei 
für den mnem \hnlichkeitbpnnkt (ihre Eahen « ud ■wich paiallel 
Siehe y) 

e) wenn ein Vhnliehkeitbbtiabl den einen K.iei-' chne let 
so schneidet ei auch den andern Aui emem solchen Ahnl chkeits 
strahle hegen zwei Paaie entspiechendei Punkte 

J) wenn em Ähnlichkeit tiahl einen Kiei& beruhit so berühit 
er auch den andern. Die Berühiunj,sp nkte eat'iprechen »ich 
Andeutun„ «) und f) folgen aia § 50 i,) ■wenn man helenkt 
dafs dei Ahnliohkeitsotiahl sich bellst entspneht 

30) E ist em Eieis l gegeben Man soll einen Eieis h 
zeichnen so dafs die be den Kieise einen gegebenen Punkt 5 
zum Ähnhehkeit punkte haben und a fseidem 

k) zwei gegebene Punkte A nA A emes Ähnlichkeit satiahlea 
sich in den ähnlichen 'Systemen beidei Kieiie entspiechea 

(S) zwei gegebene paiallele Geiadeu sich m den ähnl eben 
Systemen beider Kieise entspiechen (auf « z inekiufühieii) 

y) der Badi is des Kreises l. eme gegebene Länge habe 
(zwei Lösungen); 



y Google 



42 § 8. ilbnogen zu Absuböitt VI. 

Ö) der Mittelpunkt von k' auf eiuer gegebeaen Geraden liege. 

31) Man soll einen Kreis k' zeieimen, welcher einen ge- 
gebenen Kreis Je berührt, so dafs 

et) zwei gegebene Pnnkte A, Ä' in den ähnlichen Systemen 
beider Kreise sieh entsprechen; 

j3) üwei gegebene Gerade in dem System des einen Kreises 
zweien beEüglieh parallelen Geraden im System des andern 
Kreises entsprechen. (Je zwei AuflSsungen.) 

Andentung. «) Nimm einen Schnittpunkt 8 von ÄA' mit 
;!; als Ihnlichkeitspunkt an (Üb. 26 u. 27). Schneide CS (C 
Mittelpunkt Yon k) mit der durch A' zu. AC gezogenen Paral- 
lelen, ß) wird auf «) zuiUckgefiihrt. 

32) Es ist ein Kreis k (Fig. 53) und eine Gerade d gegeben. 
Man soll einen Kreis k' Keichnen, welcher a in einem bestimmten 
Punkte A' und aulserdem h berührt. Analysis. Der Tangente 
a' an k' mufs eine zu a parallele Tangente (Berührungspunkt A') 
des Ki-eises k entsprechen. AA' ist ein Ahnlichkeits strahl. Der 
gesuchte Berillirungspunkt S mufs Ähnlichkeit spunkt sein (Üb. 26) 
und daher auf AA' und k zugleich liegen. Die Konstruktion 
spreche man selbst aus. Man erhält zwei Lösungen, weil zwei 
zu d parallele Tangenten an k gelegt werden können. Be- 
weis. 8 als Ähnlichkeitspunkt und AÄ' als entsprechende 
Punkte bestimmen zwei ähnliche Systeme in perspektivischer 
Lage, in welchen sieh auch a und a' entsprechen. Dem Kreise k, 
welcher a inA berührt, entspricht ein Kreis k', welcher d in A' 
berührt (§ 50 a u. c). Weil der Ähnlichkeitspunkt 8 auf k liegt, 
berühren sich die Kreise in S. 

33) Ein Kreis fc (Fig. 54) und zwei konvergente Gerade 
a', b' sind gegeben. Einen Kreis k' zu konstruieren, welcher 7c, d, h' 
berührt. Analysis. Die Tangenten d und ö' an k' müssen 
zwei bezüglich zu ihnen parallelen Tangenten a und ö des Kreises 
k entsprechen. Der Schnittpunkt 1/ von d und h' entspricht dem 
Schnittpunkte D von a und &. Der gesuchte Berührungspunkt 
8 mufs Ähnlichkeitspunkt sein, also auf k und DI)' zugleich 
liegen. Die Konstruktion spreche man selbst aus. Hai man 
die Tangenten « und & gewählt, so erhält mau noch zwei Lö- 
sungen, weil DD' den Kreis k in zwei Punkten trifEt, Aus den 
zu a oder h' parallelen Tangenten an k kann man aber a und 
h auf vier verschiedene Arten wählen. Also acht Lösungen, 
von denen einzelne wegfallen könneu, wenn k von den Linien 
DD' nicht getroffen wird, Beweis. S als Ähnlichkeitspunkt 
und JD, D' als entsprechende Punkte bestimmen zwei ähnliche 
Systeme, in welchen a und a, h und &' sich entsprechen. Dem 
Kreise fc, welcher a und 6 berührt, entspricht ein Kreis, welcher 
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d und y bei'übrt (§ 50 a und c). Die Kreise h und li beriiliren 
sich in dein auf Ä liegenden Ähnliolikeitapunkte (Üb. 27). 

34) Ein Kreis Ä und awei Gerade d und o seien gegeben. 
Man soll einen Kreis Ti zeiclinen, ■weleh.er seinen Mittelpunkt auf 
ä hat und V herUhrt. Andeutung. Der Geraden V, welche 
ft* beirührt, entspricht eine mit h' parallele Tangente & des 
Kreises ft. Dem • Durchmesser «' von &' entspricht ein dazu 
paralleler Durchmesser « von ft. Dem Schnittpixnkte Z/ von d 
und V entspricht der Schnittpunkt D von a und 6. DD' schnei- 
det den Kreis ft iu dem gesuchten Berührungspunkte u, s. w. 
(Vier Lösungen.) 

35) Zwei Schnjttkreise , welche gleiche Eadien haben, be- 
stimmen zu beiden Seiten der CentraJea zwei Spitzbogen. Man 
soll in einem solchen Spitzbogen einen Kreis beschreiben, welcher 
die Grundlinie und die Seiten des Spitzbogens berührt. An- 
deutung. Der Mittelpunkt der Griindlinie ist Beröhi-ungspunkt, 
Benütue "Übung 32. 

36) Einen Kreis zu zeichnen, welcher die Ea.dien und den 
Bogen eines Kreisausschnittes berührt. Andeutung. Der Be- 
rührungspunkt mit dem gegebenen Kreise liegt in der Mitte des 
Bogens. Die Berührungspunkte mit den beiden Eadien findet 
man durch Tangenten, welche mit den Radien parallel an den 
gegebenen Kreis gezogen sind. 

37) In einen Spitzbogen zwei Kreise einzuzeichnen, von 
welchen jeder die Grundlinie, die Höhe ^^nd die eine Seite be- 
rührt (Übung 33). 

38) In einen Kreis vier Kreise zu zeichnen, welche den ge- 
gebenen Kreis und zwei auf einander senkrechte Durchmesser 
berühren (Übung 36). 



Übungen zu AlDSolinitt VI. (Zweite Folge.) % ' 

1) In jedem Dreieck ist das Produkt aus zwei Seiten gleich 
dem Produkte aus der Höhe zur dritten Seite und dem Durch- 
messer des unibeschriebenen Kreises: a . h ^ d . k'" (Fig. 55). 
Andeutung. Die Dreiecke ÄOD und DBC sind ähnlich. 

2) Das Quadrat über einer Winkelhalbierenden (Strecke vom 
Scheitel bis zum Schnitt mit der Gegenseite) ist gleich dem 
Produkte aus den ein schliefs enden Seiten, vermindert um das 
Produkt aus den beiden Abschnitten der Gegenseite: w"'^^a.b 
— M . ü (Pig. 56). Andeutung. Die Dreiecke ABC und EBO 
sind ähnlieh und man hat: b:w"'=(w"'-\- i):a; w'"^ -\- 'w"'.z^b.a. 
Da nun (§ 52 a)w"'.2 ^u.v, so ergiebt sieh w"^ = h.a — u.v. 
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3) Eine Winkel halbierende (w'") durch die drei Seiten aus- 
zudrücken. Andeutung. Aus u : v = a-li iind m + ^^ = ^ 
ergiebt sich u .v = . ', 1- j und durch Einsetzen (Übung 2) 
w'"^ = h . a — T ' ; j ■ j ■ Durch UmformuBg kann man noch auf 
'""" '^ WTW (« + ö + c) (« 4- & — c) kommen. 



a + b 

ö) Den Eadiua des nmbesohriehenen Kreises durcli die drei 
Seiten des Dreiecks ausaudrilcken. Andeutung, Kach Übung 1 ist 
a .h = d .li" und a .J} .e^ d .c . h'", d. h. ' " ^ (f , w; 

^ "■''■'^ ^ »■'■-e . ^ ff.6.c ^ «.6.0 

■* 2,J °^ 4r '''^ 46. ^4.l/s.(s — rt){a-b)(s-c)' 

6) Die Abschnitte, in welche die Grundlinie eines Dreiecks 
durch die Höhe geteilt wird, bilden die äufseren Glieder einer 
Propoi-tion, deren innere Glieder durch die zugehörige Höhe und 
denjenigen Abschnitt derselben, welcher von der Grundlinie bis 
Bum Schnittpunkte der drei Höhen reicht, gebildet werden. An- 
deixtung. (Fig. 43.) Die Dreiecke AC"H und CC"S sind 
ähnlich (siehe § 2, "Übung 66). 

7) In jedem Kreisvierecke ist das Produkt der Diagonalen 
gleich der Summe der Produkte der beiden Paare der gegen- 
aberliegenden Seiten (Ptoleraäischer Lehrsatz). Andeutung, 
(Fig, Ö7.) Mache den Winkel ÄSF= CBD. Aus der Gleich- 
heit der in der Figur gleich bezeichneten Winkel ergiebt sich die 
Ähnlichkeit der Dreiecke ÄFB und DOS, sowie die Ähnlich- 
keit TOn CFB undDAB, und daraus die Propoi-tionen: AF:AB 
= BG:DB xcnS. CF : OB = DA : J)S. Aus ihnen ergiebt sich; 
AF^'-^^ und C.F =-■--• Durch Addition folgt: 

ÄF-i- CF= f^'^-^ -j- ~ oder f . (, = ac + hd. 

8) Von einem gegebenen Dreieck A durch eine Parallele 
mit einer Seite ein Dreieck A' von gegebenem TJmi-ing ii,' ab- 
Busobneiden. Andeutung zur Konstruktion, Trage in der 
Kichtung AB den Umring des Dreiecks ABO nach AD und 
den gegebenen ümriug nach AJE. Ziehe durch E die Parallele 
zu DC bis zum Schnitt mit AC. 

9) Übung 8 durch Rechnung zu lösen «■) wenn a = 15, 
b= 20, c = 25, m' = 30. 

10) Die Flächen zweier Dreiecke verhalten sich wie 4 : 9, 
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Die Grundlinie des eiaen ist 2 em gröfser als die des andern. 
Wie grofB sind beide G-rundliaien? 

11) Wenn man über den Seiten «, b, C (c die Hypotenuse) 
eines rechtwinkligen Dreiecks ähnliche Dreiecke zeiclinet, deren 
Fischen a, ß, y heilsen soUen, so ist y^ = ß^ + ^- Andeutung. 
^=^.a\ ß^p.b% y^p.c' (§49d). « -\- ß^p (a^ + h') 
= p.(? ^y (vergl. § 38 a). 

12) Ein Dreieck zu zeiclinen, welches so grofs ist wie tt) 
die Summe, ß) die Differenz zweier ähnlichen Dreiecke. 

131 Von dem Dieieuk AJiC (Fig. 58), dessen Fläche S 
heirsen und de'-sen Seite AC gleich 6,2B sein soll, durch eine 
Parallele EF zut Grundlmio ein Dreieck mit der Pläehe ä' ab- 

Kusehneiden, wenn a] S = -7- d, j3) d" = -jt- d, y) d = 40, d'^ 22,4. 

14) Em Dieieck duich eine ParaUele mit der Grundlinie 
zu halbieren 

151 In einem rechtwinkligen Dreieck betragen die Absehnitte 
der Hypotenuse 5 cm und 7 cm. Man soll die Hohe und die 
Katheten beieehnen 

16) Wie giofs ist die Hypotenuse, wenn die zugehörige 
Höhe S m und em durch sie gebildeter Abschnitt 4 m ist? 

17] Zwei Strecken zu konstruieren, wenn gegeben ist: a) die 
Summe t und die mittleie Proportionale j), ß) die Differenz Ä und 
die mittleie Piopoitionale j» Andeutung, ß) Zeichne einen 
Kreis mit c! als Durchmeesei Benütze den geometrischen Ort 
der Punkte, von welchen aus Tangenten von der Lgnge p an 
den Kreii gezogen weiden können, benütze auch § 52 b. 

18) Die Quadrate der Sehnen s', s", s'", welche von dem 
einen Endpunkte eme'i Durchmessers d ausgehen, verhalten sich 
wie ihre Piojektionen a~, 1", v'" . , auf den letzteren. 

19) Das Verhältnis der PISchen zweier Quadrate soll durch 
das Verhältnis zweier Strecken dargestellt werden. 

20) Zu konstruieren: k) — ^ = — , ß) x^ = -r- a^. 

21) Das Produkt der beiden Abschnitte, in welche eine 
Höhe eines Dreiecks durch die übrigen geteilt wird, ist für alle 
Höhen gleich grofs. 

22) Wenn in einem Viereck das Produkt der beiden Ab- 
schnitte, in welche eine Diagonale durch die andere geteilt wird, 
für beide Diagonalen gleich ist, so liegen die Ecken des Vierecks 
auf einem Kreise. Andeutung. Lege einen Kreis durch Ä, B, 
(Fig. 103 auf Seite 60), Zeige, dafs der Schnitt des Kreises 
mit der durch C gehenden Diagonale der Punkt I) sein mufs. 

23) Die Punkte, welche dem Schnittpunkte der drei Höhen 
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in beaug auf die Seiten eines Dreiecks symmetiiscli entsprechen, 
liegen auf dem urabeschriebenen Kreise (Übung 6). 

24) Das Dreieck ABC (Fig. 59) in ein anderes zn verwan- 
deln, dessen Gnmdlinie mit der gegebeneu Richtung a parallel ist. 
Andeutung. Ziehe AD \\ «; mache GE gleich der 'mittleren 
Proportionalen zwischen OD und GB, ziehe durch E eine Par- 
allele mit a bis zum Schnitt mit dem Träger von CA in F. 
CEF ist das verlangte Dreieck. Beweis. Aus CB : CE = 
CE : CD und CA:GF=^CD: CE (§ 41 b) folgt dureh Multi- 
plikation CA.GB: GE. GF = {GE . OD) : {CD . CE) oder CA. 
CB = CE. CF. Die Produkte der den Winkel y einschliefsen- 
den Seiten sind für beide Dreiecke gleich (vergl, § 37 b, 2), 

25) Ein Dreieck A in ein anderes zu verwandeln, das mit 
einem gegebenen Dreieck A' ähnlich ist. Andeutung. Ver- 
wandle das Dreieck A in ein Dreieck A", welches mit dem Dreieck 
A' einen Winkel entsprechend gleich hat. Lege die Dreiecke 
so, dafs diese Winkel sich decken und verwandle A" so, dals 
die Grundlinie mit der Grundlinie von A' parallel ist (Übung 24). 

26) Ein Dreieck A zu konstruieren, welches dem Dreieck A' 
ähnlich ist und eine gegebene Fläche hat. Die Fläche soll durch 
ein Dreieck oder ein Parallelogramm (Bechteck, Quadrat) ge- 
geben sein, Andeutung. Die Lösung geschieht duieh Üb 25 

27) Ein Dreieck ABC durch eine Parallele mit dei Giund 
linie AB so zu teilen, dafs sich das abgeschnittene stück zum 
Ganzen wie min verhüt Andeutung. Teile CB in w gleiche 
Teile und ziehe von dem »(**'' Teilpunkte D (von 6 aus ge 
rechnet) nach A. Veiwandle ADG in ein Dreieck, welche die 
Grundlinie mit AB paiallel hat 

28) a) Alle Punkte -mi dei gemeinsamen Sehne zweier 
Kreise Je und k' (Pig tiO) haben tui beide Kreise gleiche Po 
tenz. (Diese Potem ist füi beide Kieise MB . MB' ) 

ß) Die von einem Punkte M in beide Kreise gezOoenen 
Tangenten (MD, ME) 'iind (,]eich, wenn M auf BB lie&i 

y) Die durch einen Punkt N gezogenen kleinsten Sehneu 
beider Kreise sind gleiL.h, wenn JV luf BB liegt. 

ä) Die in |3) betiachteten Punkte M auf BB' sind Mittel 
punkte von Kreisen, wekhe Je und J: lechtwinklig schneiden 

29) Einen Kreis zu ziehen, welcher durch B und B' (Pig. 60) 
geht und die Gerade a berührt. Analysis. Wenn Je durch B 
und B' geht und die Gerade m in ^ herlthrt, so ist AF die 
mittlere Proportionale von AB und AB'. Die Konstruktion 
spreche man selbst aus. Man kommt au awei Kreisen, weil man 
die mittlere Proportionale von A beiderseits nach AF und AG 

1 kann. Beweis. Wenn der durch B, B' und F gelegte 
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Kreis die Gerade a in einem weitem Punkte X träfe, so hotte 
man AB . AB' = AF . AX, was mit AB . AB' = AF^ im 
Widerspruche steht. 

30) Einen Kreis au zeichaen, welcher die konvergenten Ge- 
raden b und ö' berührt und durch einen gegebenen Punkt B 
geht, Andeutung. Der Ki'eis geht auch durch den Punkt B\ 
welcher dem Punkte B für die Halbierungslinie a eines von J> 
nnd ö' gebildeten Winkels symmetrisch entspricht. Wende 
Übung 29 an. 

31) An eine Sti-eeke eine andere aazutragen, so dafs die 
ganze Strecke stetig geteilt ist. Andeutung. (Kg. 105 auf 
Seite 61.) Trage AD von A aus auf die Verlängerung von 
BA. Die Verlängerte ist dann gleich AG-, und AB ist die 
mittlere Proportionale zwischen der Verlängerten (= AG) und 
der Verlängerung (^ AD), nach § 52 b. 



Übungen zu Absclmitt VII (Kreisberecliuung), § 

1) Man soll durch den Radius r ausdrücken! die Seite des 
einbesehriebenen regelmäfsigen «) Sechsecks, ß) Vierecks, y) Drei- 
ecks. Losungen: r, r . y2, r . yS. 

2) Die kleinen ßadieu § der Vielecke in l) au bestimmen. 
Lösungen : y r . j/s , y »" . ^2 , y r. 



3) Die Flächen der Vielecke in l) z 

4) Dureli den Badius r auszudrücken: die Seite des um- 
besehriebenen regelmäfsigen a) Sechsecks, |3) Vierecks, y) Drei- 
ecks. Losungen: |- )■ . Ys, 2)-, 2r . Ys. 

5) Die Seite s des einbeschriebenen regelmäfsigen 2ehnecks 
durch r auszudrücken. Andeutung. Aus r : z = s : r — s 
(§ 52 d) findet sich 2^ + »■ . g ^ r^ und durch Auflösung nach 
«:»= -^(1/6-1). 

6) Den kleinen Eadius p des Zehuecks in 5) au berechnen. 
Lösung; ~ ■ VlO + 2 l/ö. 

7) Aus der Seite des Zehnecks in 5) die Seite des ein- 
besehriebenen regelmäfsigen Fünfecks nach § 53 b zu berechnen, 
Lösung: ~ r . ]/lO — 2 ]/5. 



yGoosle 



g 10. iJbiiDgen zu Absclinitt VII. 
Den kleinea Badiua des Pünfecks in 7) zu berechnen. 
-1 {j/5 -f- l) oder -^ Ve + 2 Yö. 

9) Aus der Seite des regelmäfsigen Sechsecks soll die Seite 
des regelraHTsigen 12-, 24-, 48- . . . Eoks abgeleitet werden. 

Lösungen: S,^ = Vr2 — "|/3, Sg^ = rV2 - Y^^Vb, 

s,6 = '■ y 2 - y 2 + yr+Ti"- 

10) Von den Ecken eines Quadrats (Seite a) sind gleicli- 
schenklige Dreiecke abzuschneiden, so dafs ein regelmäfsiges 
Aohtect übrig bleibt. Sein Inhalt ist 

2a^ {V2 — l) = 0,82842 «^ 

11) Den Inhalt des dem regelmäfsigen Dreieck einbesehrie- 
benen Quadrats zu bestimmen. — Eine Seite des Quadrats soll 
auf einer Seite des Dreiecks liegen. Antwort: 3a^ (7 ^4 "j/s). 

12) Den Inhalt des einem Quadrate einbesehriebenen regel- 
mäfsigen Dreiecks zu bestimmen. — Ein Bei des Dreiecks 
in ein Eck des Quadi-ats fallen. Antwort: «^ (2 l/s — s). 

13) Wenn der Radius eines Kreises 2,74 m ist, wie grofs 
ist die Peripherie auf 0,01 m genau? 

14) Die Länge des Erdradius ist 6370 km. Man soU den 
Umring des Ä.quators bis auf 10 km genaa finden. 

15) Mau soll bis auf 0,01 m genau den Durchmesser eines 
i finden, dessen Umfang 542,86 m ist. 

16) Man soll bis auf 0,01 m genau den Durchmesser eines 
Kreises finden, wenn ein Bogen von 52'* eine Länge von 
26,04 ra hat. 

17) Man soU die Anzahl der Grade, Minuten und Sekunden 
des Bogens finden, welcher dem Durchmesser gleich ist. 

18) Die Fläche eines zwischen zwei koncentri sehen Kreisen 
mit den Eadien jß und r gelegenen Binges zu berechnen. Lö- 
sung: £0 ^ ji (B^ — r^). 

19) In demselben Eingo die Fläche des durch zwei Eadien 
gebildeten Ausschnitts zu bestimmen, wenn die Eadien den Winkel 
a einachliefsen. Lösung: a ^ n (_E^ — r^) ■ 5^ ■ 

20) Die Fläche eines Ringes ist gleich der Fläche eines 
Kreises, dessen Durchmesser derjenigen Sehne des äulseren Kreises 
gleich ist, welche der innere Kreis berührt. 



y Google 



(Kreiabereotaung.) 49 

21) Ein kreisförmiger Platz vou 75 m Dnrctmesser wird 
mit Steinen von 25 cm Länge und 2 cm Breite gepflastert, von 
denen jeder 40 Pfennige kostet. Wie viel kostet das Pfiaster? 

22) Die Länge eines Bogena von 60" iat 140 m. Wie 
grofs ist die Fläche des zugehörigen Sektors? 

23) Den Eadins eines Kreises zu berechnen, wenn der zu 
einem Bogen von 36*' gehörige Sektor eine Fläche von 400 
Quadratmeter hat. 

24) Die Fläche eines Segments zu berechnen, dessen Sehne 
100,24 m tmd dessen Bogen 60" 
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